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Einleitung. 

Apollonius ist zu Perga, eiucr einst berühmten Stadt 
PamphjlienSy geboto zur Zeit des Ptolemäus EuergeteB, Kö- 
nigs Ton Aegypten, der 247 Ohr. zur Begiemng kam ; so 
berichtet uns Heraklius, der Verfasser emer LebensbeBchrei- 
bnng des Archimedes nach dem Zengniss des Eutocius. Bei 
den Schülern des EnkHd in Alexandrien hat er dann lange 
Zeit mathematisclien Studien obgelegen und unter dem Phi- 
lopator, der im siebzehnten Jalire seiner Regierung, im Jahre 
205 V. Chr., starb, war er nach dem Zcugniss des Ptolemäus 
Hephästiou von grosser Berühmtheit, so dass man annehmen 
kann, dass er ungeftbr vierzig Jahr jünger ist als Archime- 
des nnd nicht lange vor Geminus Rhodius, der sicher iüter 
als Hipparcb ist, gelebt habe. Geminus aber beseugt, dass 
er wegen seines ausgezeichneten Werkes Uber die Eegel- 
sebnitte unter den Ma^ematikem seiner Zeit den Namen 
des grossen Geometers erlangt habe. In wie hoher Achtung 
er bei den Alten gestanden hat, erkennen wir übrigens nicht 
nur aus Vitruv Buch 1. Cap. 1., wo er in der Aufzählung der 
Mathematiker der Reihenfolge nach sogar vor dem Archime- 
des genannt wird; sondern auch aus der grossen Anzahl von 
Gommentetoren, die er bei den Griechen g^eihnden hat^ dem 
Pappnsi der Hjpatia^ dem Serenus und dem Eutocius. Der 
Commentar des Eutocius besteht in Anmerkungen hinter deu 
einzelnen Lehrsätzen, die theils Unterscheidungen der tctv 
schiedencn Fälle, die ein Satz zulässt, theils eine andere Art 
des Beweises, theils Auflösungen von HiiltV;uifp;al)cn enthal- 
ten, die Apollonius als bekannt voraussetzt. Am Anfang 
des ersten und vierten Buches giebt er einige historische No- 
tisen und am Ende des ersten eine Inhaltsübersicht für die- 
ses Buch, die' bei den andern Bttchem fehlt. Im Ganzen ist 
der Werth des Commentars von geringer Bedeutung für das 
Verständniss des Autors, und em Gleiches gilt von den sieb- 
sig Lemmen des Pappus, die er im 7. Buche seiner Samm- 
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lungen als für die Kegelschnitte des Apollonius bestimmt 
uns hinterlassen hat. Diese Lemmen enthalten zum Theü 
nach nnsern heutigen Von^allungen allzu leicht Beweisbares; 
zum Theil läMt sich der materielle Inhalt derselben in den 
Gkuig der Beweise der apollonischen Lehrsätse recht gut auf- 
nehmen, olme dieselben allzu sehr zu yerlftugeni, zum Theil 
endlich kann man nicht recht erkennen, fUr welche Lehr- 
sätze sie als Ilülfssätze erfordert werden, so dass man beim 
Studium des Apollonius selbst ein eigentliches Bedürfniss 
nach diesen Lemmen nicht emptindet. An sich jedoch liaben 
dieselben als Uebungssätze vielleicht zum Gebrauch des Un- 
terrichts wohl ein Interesse und können nam^tlich im Zu- 
sammenhang mit den zahlreichen Lemmen zu den andern 
zum Theil verloren gegangenen Schriften des Apollonius wohl 
als eine werthvolle Hinterlassenschaft betrachtet werden. In 
vorliegender Ausgabe ist das Nöthigc daraus unmittelbar bei 
den zugehörigen Sätzen des Apollonius eingeschaltet worden, 
doch i.<t ein Gleiches nicht mit einigen Lemmen des Abdolmelek 
von ächiras zum siebeuten Buche geschehen, die im Ganzen 
einen direkteren Zusammenhang mit den Apollonischen Bewei- 
sen haben als die des Pappus tmd die deshalb besonders ange- 
fahrt sind. Aber auch bei den orientalischen Völkern hat im 
Mittelalter unser Autor die gleiche Aufinerksamkeit erweckt 
als bei den Griechen und ist mehrfach bearbeitet worden, bei 
den Arabern von Thebit beu Coriih unter dem Chalifen Alma- 
mun um's Jahr 830 und von Bcni Moses; bei den Persern von 
Abalphat von Ispaban unter dem Chalifen Abucalighiar um's 
Jahr 994 und von Abdolmelek, welche beide Auszüge von ihm 
ver&ssten und von jenem grossen persischen Mathematiker Nasir- 
eddin von Tus, der um's Jahr 1250 alle seine Werke herausgab 
und mit Noten versah. In Europa hatte zuerst Begiomon- 
tanus um die Mitte des fün&ehnten Jahrhunderts das Vor- 
haben geäussert, die vier ersten Bücher des Apollonius über 
Kegelschnitte herauszugeben, ullcin der Tod hinderte ihn an 
der Ausführung dieses Vorhabens, und so verdanken wir die 
erste lateinische Ausgabe vom Jahre 1537 dem Mcmmius, 
einem edlen Venetianer, dessen Sohn dieselbe nach dem Tode 
seines Vaters herausgab. Diese Ausgabe hat jedoch nur ge- 
ringen Werth und Commandinus der Erklfirer und Ueraus- 
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gebor so vieler alten Mathematiker veranstaltete 1566 eine 
bessere, in die er sowohl die Commentarien des Eotocius als 
die Lemmata des Pappns anfiiahm; imd welche dann wieder- 
holt neu aufgelegt worden ist, so dass sie noch jetst difrch- 
ans nicht selten ist. 

Bis um die Mitte des siebzehnten Jahrhunderts waren 
die übrigen Bücher des Apollonius über Kegelschnitte nicht 
bekannt geworden, und es hatte deshalb Maurolicus, ein sici- 
lianischer Geometer, den aus dem Pappus im Allgemeinen 
bekannten Inhalt des fünften ünd sechsten Buches in Form 
eines Supplementes zum Apollonias bearbeitet, welches Borelli 
im Jahre 1654 Teröffentlichte^ Während dieser Zeit hatte 
auch Vincenz Viviani, einer der berOhmtesten Schaler des 
G^HIfti, an einer Wiederh^stellnug des iünften Buches der 
Kegelschnitte gearbeitet, und da es mittlerweile bekannt ge- 
worden, dass in Florenz ein arabisches Manuscript der bisher 
für verloren gehaltenen Bücher aufgefunden sei, so gab er 
1659 unter einer besondern Bescheinigung des Erzherzogs 
Leopold, Bruder des Grossherzogs Ferdinand IT. von 
Toscana, dass ihm die wiederaufgefundene Handschrifk des 
Apollonius noch nicht bekannt gewesen sei, seine „divinatio 
in quintum librum conicomm AppoUonii'' heraus, die Üheils 
durch ein&chere Beweise yon bekannten LehrsKtzen der vier 
ersten Bücher, theils durch eine selbständige und zum Tlieil 
erweiterte Auffassung der Aufgaben über die Normalen an 
Kegelschnitten sich vorthcilhaft auszeichnet. Zu dieser Zeit 
aber und schon etwas früher hatte Golius unter vielen an- 
dern Handschriften auch die der sieben ersten Bücher des 
Apollonius mit aus dem Orient gebracht und an den Ghross- 
herzog -tob Toscana verkauft, worüber wir schon im Jahre 
1644 dne Notis beim Pater Mersenna finden« AUeui dem- 
ohnerachtet hielten die Mathematiker die drei letzten Bflcher 
noch immer für verloren, bis Borelli im Jahre 1658 durch 
Florenz reisend die Bibliothek der McdicUer durchforschte, das 
erwähnte Manuscript, das die Bearbeitung des Abalpliat von 
Ispahan enthielt, auffand, und vom Grossherzog Ferdinand II. 
die ilrlaubniss erhielt, dasselbe mit nach Born zu nehmen, 
um es dort übersetKon ssu lassen. Er gewann daselbst den 
Abraham Ton Echelles, Professor der orientalischen Sprar - 
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ohen^ fUr das Unternehmen, und indem er seine mathematl- 
sehen Kenntnisse mit den Sprachkenntnissen dieses letzteren 
verlMuid^ brachten sie in ▼erh&ltnissmäaiiig kurzer Zeit dne 
latdinische Ausgabe zu Stande« Abraham erzithlt in seiner 
Vorrede selbst , wie grosse Schwierigkeit der Mangel der 
di^ritischcn Punkte, welche den Jirabischcn Consonanten 
erst ihren unzwcifeibaftcn Werth geben, das gleichartige 
Ausseben der zwar elegant, aber doch sehr cursorisch ge- 
schriebenen Buchstaben und noch bei weitem mehr die Dun- 
kelheit in der Bedeutung der Worte und dem Inhalt selbst 
ihm beratet haben und daas Borelli oft aus einem kleinen 
Bmchsttlck sofort eine ganze Schlussreibe beinahe mit den- 
selben Worten herausgebracht, wie er sie nachher in der 
-arabischen Handschrift erkannt habe, ein Umstand, dessen 
Bichtigkclt den Mathematikern leicht bcgreinich sein wird. 

Die so entstandene Ausgabe ersehicn zu Florenz 1661 ; sie 
enthält im Anschluss an die schon von den arabischen Inter- 
preten vorgenommenen Acnderungen eine etwas andere An- 
ordnung der Lehrsätze als die des ApoUoniuSi dessen, Eeihen> 
folge jedoch sich daraus noch erkennen lässt, und eine An- 
. zahl neuer Definitionen, die 'ihren Zweck, die Beweuie zu 
yerkttrzen und deutlicher zu machen, nicht immer glücklich 
erreichen; doch ist es wohl möglich, nach dieser Ausgabe 
eine genügende Kenntniss des Inhalts der ApoUonischcn Bü- 
cher zu gewinnen. 

Bis zum Jahi-e 1710 existirte jedoch noch keine grie- 
chische Ausgabe der Kegelschnitte des ApoUomus, weshalb 
Halley in Verbindung mit Gregory sich zur Herstellung 
einer aolchen möglichst vollständigen Ausgabe des ganzen 
Werkes entschloss. Der letztere Gelehrte bearbeitete die 
vier ersten Btlcher, die in lateinischer Ausgabe allgemein 
verbreitet waren, nach einem griechischen Codex der Biblio- 
thek des Savilius und einem zweiten vom Dekan Baynard 
zu dem Zweck dargeliehenen ^ während er den gricchisclien 
Gommentar des £utocius aus dem Baroccianischen Exemplar 
der Bodlejanischen Bibliothek entnahm, und er verbesserte 
zugleich die lateinische Uebersetsung des Gommandinus, um 
eine Ausgabe in b^den Sprachen vorzubereiten« Ab aber 
diese Arbeit unter dar Presse schon bis zur vier und vier^ 
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zigsten Seite vorgesclmtten y^tar, ereilte ihn der Tod und 

Halley übernahm die fernere Besorgung auch dieses Theils, 
wie er von Anfang an die Bearbeitung der letzten Bücher 
des ApoUonius sich vorgesetzt hatte. Die Quellen, welche 
ihm dabei zu Gebote standen, sind nach seiner Angabe fol- 
gende: 1) Die Bodlejanische Abschrift eines arabischen Co- 
dex, der von einer in ziemlich früher Zeit von Thebit ben 
Oorah gemachten und nm's Jahr 1260 von Nasir-eddin ver- 
besBertcoi TJebersetzung heirtthrt (nXhere Angaben hierüber 
finden sich noch am Anfang des ftbiften Baches); 2) ein 
anderer arabisclier Bodlejaniseher Codex, der einen von Ab- 
dolmelek aus Schiras um 1210 gemachten, von Christian 
Ravius aus dem Orient mitgebrachten Auszug enthält; 3) die 
vorerwähnte Florentinische Ausgabe des von Abalphat von 
Ispahan herrührenden Auszugs von Abraham von Echelles 
nnd Borelli; 4) das ftlteate Gklianische Exemplar, das der 
Erzbischof Narcissna Marsh von Armacha von den Erben 
des Golius gekanft nnd aus Irland dem Halky zusandte, als 
dieser schon den grössten Theil seiner Arbeit beendet hatte. 

In allen diesen Handschriften und Ausgaben fehlte je- 
doch das achte Buch, das seit dem Eutocius, der etwa 480 
nach Christo lebte, niemand mehr gesehen zu haben scheint. 
Aus der Inhaltsangabe des Apollonius selbst im Anfange des 
ganzen Werks , sowie ans dem Umstand, das» Pappus, wel- 
cher, wie oben erwMhnt ist, zu allen übrigen BtLchem ein- 
zeln Lemmata erdacht und im siebenten Buch semer Samm- 
lungen uns hinterlassen hat; die flir das siebente und achte 
Buch bestimmten zusammenfasst, glaubte Halley schliessen 
zu dürfen, dass die Lehrsätze des siebenten Buchs die De- 
terminationen fiir die im achten behandelten Aufgaben ent- 
hielten und dass 'es sonach möglich wäre, aus diesen Lehr- 
sätzen , die . die Gränzen angeben , bis zu welchen gewisse 
Eigenschaften der Kegelschnitte Statt finden, und welche 
deshalb ^dioptffiotä'^ genannt werden, sowohl den Gegen-, 
stand als selbst die Reihenfolge der Aufgaboa des aditen 
Buches zu errathen^ Er Algte demnach das Ton ihm wie- 
derhergestellte achte Buch seiner Ausgabe der Kegelschnitte 
hinzu und brachte so ein Werk zu Stande, das an Vollstän- 
digkeit des Inhalts und Klarheit der Darstellimg in der That * 
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nichts SU wttnsdieii flbrig Utsst Diese Ausgabe ist aber 
selten und dämm siemfiob kostbsr geworden , wesbalb der 

Heransgeber der vorliegenden Arbeit schon aus diesem 
Grunde glaubt auf die Nachsicht der Matliematikcr rechnen 
zu dürfen, wenn er den Versucli macht, den möglichst voll- 
ständigen Inhalt des ApoUoniscben Meisterwerks in dentscher 
Sprache zugänglich zu machen , wozu er noch besonders 
durch eine Bemerkung Chasles in seiner Geschichte der Geo- 
metrie ermuihigt wird, die uns erzählt, dass Peyrard in der 
Einleitung zur Uebersetzong des Archimedes aiuih eine fran- 
zösische Üebersetzung der Kegelschnitte des Apollonins sn- 
' gekündigt hatte und dass der Tod ihn liinwegnahm, als 
schon die ersten Bogen dieser Arbeit gedruckt waren. In 
l^etretF der hesondern Art der Bearbeitung, welche der Ver- 
fasser der vorliegenden Ausgabe fUr die beste gehalten hat, 
erlaubt er sich noch folgende Bemerkung zu machen. Die 
mathematischen Wahrheiten haben eine solche innere Kraft 
> und Festigkeit, dass sie in der That der Beeinflussmig durch 
die Sprache und die besondere Darstellungsfoirm weniger un- 
terworfen sind^ als das in andern Wissenschaften der Fall 
ist, woraus denn folgt, dass bei der Uebertragung eines 
Autors aus einer Sprache in eine andere man sich grössere 
Freiheit erlauben darf, ohne den Inhalt wesentlich zu ent- 
stellen, als anderswo. Während daher im Folgenden der 
Wortlaut der Lehrsätze möglichst genau beibehalten ist, auch 
auf die Gefahr hin, dass dem deutschen Ausdruck hie und 
da SchwerfiÜligkeit vorgeworfen werden kann, hat der Ver- 
fasser geglaubt, besonders bei denjenigen Beweisen, die durch 
die grosse Zahl von Proportionen, durch welche sie ohne 
Kuhepunkt fortschreiten, der Lekttire eine ziemlich grosse 
Schwierigkeit entgegensetzen, eine etwas übersichtlichere und 
der jetzt üblichen sich anschliessende Form der Darstellung 
anwenden zu dürfen, bei der die Hauptmomente des Bewei- 
ses durch besonders numerirte Zeilen hervorgehoben sind 
und dem Leser so die Uebersicfat ttber das Ganze erleichtert 
wird. Möge nun die Arbeit für sich selbst reden. 

Stettin, den 7. April 1860. 



Oigitized by 



Apollonius grüsst den Eudemos. 

Wenn du gesund bist und deine übrigen Angelegenhei- 
ten sich nach deinem Wunsch verhalten, ist es mir lieb, _ 
Mir geht es gut. Da ich mich zu Pergamus befand, sah ich, 
dass du begierig warst, die von mir bearbeiteten Sätze über 
die Kegelschnitte kennen zu lernen. Ich schicke dir dahe^ 
das erste Buch, wie ich es nunmehr verbessert habe, und' 
werde dir die übrigen der Reihe nach schicken, wenn ich 
Müsse finden kann« Dn wirst wohl dich dessen, was ich dir 
hierüber schon mitgeiheOt habe, erinnern; dass ich nSmlich 
diese Bücher auf die Bitte des G-eoraeters Nauerates zu 
schreiben unternahm, zu der Zeit, als dieser in Alexandrien 
bei uns war, und weshalb ich auf die acht so entstandenen 
Bücher jetzt einen grösseren Fleiss verwende. Denn da 
Nauerates sobald als möglich zur See gehen wollte, habe ich 
dieselben damals nicht verbessert, sondern, was sich mir dar- 
bot^ niedergeschrieben, inyder Absicht, es nach der Beendi- 
gung wieder Torzunehmen. Weil ich nun Zeit habe, gebe 
ich heraus, was ich yerbessert habe. Da ^ige von denen, 
die bei mir gewesen sind, das erste und zweite Buch ror 
der Verbesserung erhalten haben, so wundere dich nicht, 
wenn du Einiges findest, das sich anders verhält. Von den 
acht Büchern nun enthalten die vier ersten die Elemente 
dieser Disciplin. Das erste umfasst die Erzeugung^ der drei 
K^elschnittc und derer, die man entgegengesetzte Schnitte 
nennt; und ihre hauptsäqlilichsten Eigenschaften, die ich aus- 
ftofarlicher und allgemeiner bdiandelt habe als die andern, die 
über denselben Gegenstand geschrieben haben. Das zweite 
Buch behandelt dasjenige, was sich auf die Durchmesser, die 
Achsen, und gewisse andere Linien bezieht, die mit dem 
Schnitt nicht zusammenkommen, und die die Griechen Asym- 
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ptoten neunen; dann enthält es Anderes, das yon ^llggnwinftm 
Nutzen imd nothwondig für die Anfgabenbestimmniigen ist 
Was icb aber Durchmesser und Achsen nenne, wirst du in 
diesem ersten Bache erklSrt. finden« Da s dritte Bn eh ent- 
hält viele und bewundemswerthe Sätze, welche sowohl ftlr 
die CoDstniction der körperlichen Oerter, als auch für 
die Aufpabenbestimmungcn von Nutzen sind^ und von denen 
viele sehr schön und neu sind. Indem ich dies durchdachte, 
bemerkte ich, dass £aclid die Art und Weise, Oerter zu drei 
nnd vier Linien zu construiren nicht feB^;esteUt habe, 
sondern nnr einen kldnen Theil, uud anch diesen nicht be- 
sonders glttckfich; denn diese . Constmction konnte nicht 
richtig geschehen, ohne das, was ich erfunden habe. Das 
vierte Buch lehrt, auf wie viele Arten Kegelschnitte unter sich 
und mit der Kreislinie sich sclincidcn können, und vieles an- 
dere, was zur vollständigen Lehre gehört, wovon nichts von 
meinen Vorgängern behandelt ist, in wie viel Punkten ?>Ä-mlich 
ein Kegelschnitt oder em Kreis oder die entgegengesetzten 
Schnitte mit den entgegengesetzten Schnitten sich schneiden. 
Die übrigen vier Btlcher geh(Jren zu einer yoUsttndigeren 
Wissenschaft« Da s fiinfte handelt zom grossen Theil yon 
den grössten nnd kleinsten Linien , die von einem Punkt an 
einem Kegelschnitt gezogen werden können. Das sechatü- 
von den gleichen und ähnlichen Kegelschnitten. Das siebente 
enthält Sätze, die die Kraft des Bestimmens von Aufgaben 
haben. Das achte bestimmte Au%aben über die Kegelschnitte. 
Nachdem diese alle herausgegeben sein werden, wird ein 
Jeder, der sie liest, nach seiner Herzensmeinimg darüber nr- 
iheilen kISnnen. Lebe wohL 
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Erste Erklärungen« 

Wenn von einem Funkte nach dem Umfang eines Krei- 
ses^ der nicht in derselben Ebene mit dem Punkt liegt, eine 
gerade Linie gesogen und nach beiden Seiten verllEngert wird^ 
und, indem der Punkt fest bleibt, im Umfang des Kreises 
herumgeführt wird, bis me wieder an den Ort zurUckkehrt, 
Ton wo sie sich zn bewegen anfing , so nenne ich die von 
der geraden Linie beschriebene Oberfläche, welche aus zwei ' 
Theilen besteht, die am Scheitel unter sich zusammenhängen, 
und welche beide in's Unendliche fortgehen, da ja die erzeu- 
gende gerade Linie in s Unendliche verlängert ist, 

1. Die Kegeloberfläche. 

2. Den Scheitel derselben den festen Punkt. 

3« Die Achse die gerade Linie, welche durch den festen 
Punkt und den Mittelpunkt des Kreises gezogen wird*). 

4b Kegel nenne ich den Körper, der von dem Kreis und 
dem Theil der Kegeloberfläche, der zwischen dem Ejreis 
und dem Scheitel liegt, bcgränzt wird. 

5. Scheitel des Kegels den Punkt, der auch Scheitel der 
Kegelfläche ist. 

6. Achse die Linie, welche Tom Scheitel nach dem Mittel- 
punkt des Kreises gezogen wird. 

7. Chrundflfiche den Ereis selbst. 

8. Gerade Kegel nenne ich diejenigen, deren Achse senk- 
recht auf der Grundfliiche steht. 

9. Schiefe Kegel, deren Achse nicht senkrecht auf der 
Grundfläche steht. 



*) Diese ErkUnmg der AchM stimmt itir den schiefen Kegel nicht über- 
tan mit der der neuem Geometer, welche unter der Achse eines schiefen Ke- 
pels diejenige Verbinduniü^slinic des Scheitels mit dem Mittelpunkt eines Schnitts 
TeisleheD, welche senkrecht aof der Ebene dieaes Schnittes steht. 
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10, Von jeder in einer Ebene befindlichen krummen Linte 
nenne ich einen Durchmesser eine solche Gerade^ 
welche, von der knunmen Linie ansgehend; allo mit 
einer gewissen Linie paraDelen Sehnen, die in dersel- 
ben gezogen werden^ halbirt 

• 11. Scheitel den Endpunkt des Durchmessers; der sich in 

der krummen Linie befindet. 
12* Jede der erwähnten parallelen Linien eine zu dem 

Durchmesser gehörige Ordinate. 
J3. Auf ähnliche Weise nenne ich auch, wenn swei in 
einer Ebene liegende knunme Linien gegeben sind, 
einen Querdurchmesser eine solche Linie, die alle in 
jeder derselben einer gewissen Geraden parallel gezo- 
genen Sehnen halbirt. 

14. Scheitel der Linien nenne ich die Cndpnnkte der 
Durchmesser auf ihnen. 

15. Längsdurchmesser zweier solcher Curven nenne ich eine 
solche Gerade, dic; zwischen beiden liegend, alle mit 
einer gewissen Geraden parallelen von beiden Curven 
begränzten Linien halbirt*). 

* 16. Conjugirte Durchmesser einer und zweier Gurren nenne 

ich zwei solche Linien, von denen jede ein Durchmes- 
ser ist, und die der andern parallel gezogenen Linien 
halbirt. 

17. Achse einer und zweier Curven nenne ich eine solche 
Linie, die ein Durehmesser ist, und senkrecht auf den 
von ihr halbirten Linien steht. 

18. Conjugirte Achsen einer oder zweier Curven nenne 
ich gerade Linien, die conjugirte Durchmesser sind, 
und senkrecht auf einander stehen. 

§• 1. LehrsaisB 1. Die geraden Linien, welche vom 
Scheitel einer KegeloberflSche nach solchen Punkten, die auf 

ihr Uegen, gezogen werden, befinden sich ganz in ihr. 



•) Der Verfasser der deutschen Bearbeitung^ braucht auch die Ausdrücke 
erster uud zweiter Darchmesser für zwei conjugirte Durchmesser eines Kegel- 
schnitts, wovon ersterer bei der Hyperbel immer der Qaerdarchmesser ist, so- , 
ivie grosse und kleine Achs«, deren ersteie bei der Hypeibel immer die die 
Hypexbei sehneideiide Aehse bedeutet^ «neli wenn sie kleiner isl eis die sweite. 
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Sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A gegeben imdsif. i. 
in ihr 'ein Punkt S angenommen, sei ferner die gerade Linie 
AGB gezogen; so wird behauptet, dass AGB anf der Ober- 
fläche liegt. Angenommen^ sie liege nicht darin; so seie DE 

die gerade Linie, die die Fläche erzeugt, FE der Kreis, 
durch den sie geführt wird. Wenn nun A fest bleibt und 
die gerade Linie DE durch den Kreis EF herumgeführt wird, 
moss sie einmal den Punkt B treffen. Daun hätten also zwei 
gerade Linien dieselben zwei Endpunkte, was unmöglich ist. 
Also liegt die von A nach B gezogene Linie nicht ausser- 
halb der Eegelfläche nnd folglich in derselben. 

§. 2. Lehrsais 2. Wenn in einer der beiden am Scha- 
te! zusammenstossenden Flächen zwei Pmikte angenommen 
und durch eine gerade Linie verbunden werden, diese aber 
weder selbst, noch in ihrer Verlängerung den Scheitel trifft, 
so liegt sie innerhalb der Uberüäche, ihre Verlängerung aber 
ausserhalb derselben. 

Sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A gegeben , der rig. i. 
Kreis ^ nnem die erzeugende Linie heromgeftihrt wird, sei 
BC, und m einer der beiden am Scheitel zusammenstossenden 
Flächen seien zwei Punkte D und B angenonunen und durch 
eine gerade Linie rerbunden, so behaupte ich, dass DE in- 
nerhalb der Fläche liegt, ihre Verlängerung aber ausserhalb. 
Man ziehe AD, AE nnd verlängere sie, bis sie den Grund-/ 
kreis in den Punkten B,C schneiden, und ziehe BCj so wird 
BC innerhalb des Kreises , also auch innerhalb der Kegel- 
fläche liegen. Map nehme nun in DE einen beliebigen Punkt 
F «Uy verbinde AF. und verlängere es, bis es BC im Punkte 
G tri£Bt. Weil nun G innerhalb der Eegelfläche liegt, wird 
andi AG und also auch der Punkt F innerhalb derselben lie^ 
gen müssen; und auf die nämliche Weise wird gezeigt wer- 
den können, dass alle andern Punkte von DE innerhalb der 
Kegelfläche liegen; daher liegt also DE selbst innerhalb. 
Man verlängere nun DE zum Punkte H, so wird behauptet, 
dass EIH ausserhalb der Kegelfläche sich befinde. Sei, wenn 
es mdglich ist, ein Punkt H derselben nicht ausserhalb, und 
werde AH gezogen, so muss dieselbe yerlängert, entweder 
den Umfimg des Kreises oder innerhalb desselben die Ebene 
treifeii; was sieht geschehen kann, denn sie trifft die ver- 
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IXngerte BC hier im Funkte ÜT. Also liegt EH ausserhalb 
' der K^lfläche. Die Linie DE weiht nun li^ also inner- 
halb, ihre Verlüngening aasserhalb der KegdflSche. 

§. 3. Lehniate 3. Wenn ein E^gel von einer doreh 
den Scheitel gdcgten Ebene geschnitten wird, so ist der 
Schnitt ein Dreieck. 

Tig. ». Sei ein Kegel mit dem Scheitel A gegeben, die Gnmd- 
/ fläche der Kreis jBC, und werde derselbe von einer Ebene 

\ durch den Scheitel A geschnitten, welche in der Kegelfl&che 
die Linien AB,AC bildet, und in der Grundfläche die gerade 
Imue BC\ so wird behauptet, dass ABC ein Dreieck sei. Die 
gerade Lbie awischen A und B mnss aber nach §. 1. in der 
EegelflSche und zugleich auch in der schneidenden Ebene 
liegen nach der Erkläi-ung der Ebene ; also ist sie der Durch- 
schnitt der beiden Flächen, auf dieselbe Weise ACy und BC 
ist eine gerade Linie als Durchschnitt zweier Ebenen; also 
ist ABC ein Dreieck. Wenn also ein Kegel von einer Ebene 
durch den Scheitel geschnitten wird, so ist der Durchschnitt 
dn Dreieck. 

§b 4. Lebrsats 4. Wenn eine der beiden Flächen, die 
am Scheitel amsanunenstossen, durch eine der Grundfläche 
parallele Ebene geschnitten wird, so wird der Theil der 

Ebene, der innerhalb der Kegelfläche liegt, ein Kreis sein, 
dessen Mittelpunkt in der Achse ist; der Körper aber, der 
von diesem Kreise und demjenigen Theil der Kegelfläche 
begränzt wird, welcher zwischen der schneidenden Ebene und 
dem Scheitel liegt, ist ein Kegel, 
itg. 8. Es sei eine Kegelfläche mit dem Scheitel A und 
dem Grnn^brds BC gegeben, und es werde dieselbe durch 
one dem Kreis BC parallele Ebene geschnitten^ welche die 
Kegelfläche in der Linie DE durchschneidet; so wird be- 
hauptet, dass DE ein Kreis sei, der seinen Mittelpunkt in der 
Achse hat. Es sei der Mittelpunkt F des Kreises BC ge- 
nommen und von F nach A gezogen, welche Linie der schnei- 
denden Ebene in G begegne, femer durch AF eine Ebene 
gelegt, welche den Grundkreis in der geraden Linie BCf die 
schneidende Ebene in der geraden DE trifi^; endlich nehme 
man in • der Linie DB auf der Kegelfläche einen beliebigen 
Punkt IT, siehe AH^ yerlängere es, bis es dem Gmndkreia 
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in K begegnet tmd zieiie GH und FK, Da nun die Ebenen^ 
Djrö und BKC parallel sind, werden anch die in denselben 

befindliclien Durchschnittslinien DE und BC, sowie GH nnd 
FK parallel sein, weshalb 

1) FA :GA = FB iGD 

2) FA :GA = FK : GH 

3) FAiGA^FCiGE ^^^^ . 

FB :GD= FK: GH= FC: GE, und da nun FB = FK=zFC, 
muss aucli GD = GH = GE sein. 

Da nun dasselbe von allen in DE auf der Kegelfläche 
angmonunenen Punkten gezeigt werden kann, so ist bewie- 
sen , dass die Durchsdbnittslinie DE ein Kreis ist und ihren 
Mittelpunkt in der Achse AF hat. 

Es erhellt ausserdem aus der Erklärung, dass der von 

dem Kreis DE und demjenigen Tlicil der Kcgelfläche, der 
zwisclien diesem Kreis und dem Scheitel A Hegt, eingeschlos- 
sene Körper ein Kegel ist, und es ist zugleich gezeigt, dass 
der gemeinschaftliche Durchschnitt der schneidenden Ebene 
und des durch die Achse gelegten Dreiecks ein Durchmesser 
des in der sehneidenden Ebene befindlichen Kreises ist 

§. 5. Lehrsatz 5. Wenn ein scliiefer Kegel durch eine 
Ebene geschnitten wird, die durch die Achse geht und senk- 
recht auf der Grundfläche steht und dann von einer zweiten, 
die senkrecht auf der ersten steht, und von dem durch die 
erste gebildeten Achsendrcicck ein ähnliches Dreieck derge- 
stalt abschneidet; dass die Winkel an der Grundlinie ver- 
wechselt liegen, so ist der Durchschnitt der zweiten Ebene 
mit dem Kegel ein Kreis. Man nennt diesen Kreis einen / ' 
Wechselschnitt, . , 

Es sei ein schiefer Kegel mit dem Scheitel A imd der Fig. 4. 
Grundfläche BC gegeben ; derselbe werde durch eine auf der 
Grundfläche senkrechte und durch die Achse gehende Ebene 
geschnitten, welche das Achsendreieck ABC giebt, femer 
durch eine zweite auf der Ebene ABC senkrechte Ebene, 
welche von dem Dreieck ABC nach dem Scheitel ^ zu ein 
Sbnlicbes Dreieck AOK abschneidet, dessen Winkel an der 
Grundlinie aber yerweohselt liegen, so nftmlich, dass der 
^ AKG = ^ ABC ist, und es sei der Durchschnitt 
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dieser zweiten Ebene mit der Kegelflfiche die Linie Gfljr; 
80 wird behauptet, dass GHK ein Ereis ist 

Man nehme in den Linien GHK, SC zwei beliebige 

Punkte H,L an und fHlle von ihnen auf die zuerst gelegte 
Ebene des Dreiecks ABC Lothe ; so müssen diese, weil die 
Ebenen lothrecht stellen, die Durchschnittslinien BC,GK der 
beiden Ebenen BC und GHK mit ABC trelFen. Selen also 
diese Lothe NF und LM, Es werde nun durch F mit BC 
eine Parallele DFE gezogen, so wird die durch FH und DE 
gelegte Ebene mit der €hrundfl&che parallel und also ihr 
Schnitt DHE in dem Kegel ein Kreis sein, dessen Durch- 
messer DE ist, also ist: 

1) HF^^DF FE. 
Da ferner nach Aunalinic / AKG = /_ ABC, und / ABC 
= / ADE ist, ist das EFK ^ /\ GFD, und also muss 

EF : GF = FK ',DF oder 
2) EF'DF=Gf' FK sein, also ist HF^ =iGF'FK, 
Da nun dasselbe für alle Punkte des Schnitts GHK be- 
wiesen werden kann, ist gezeigt, dass dieser ein Ejtms, und 
dass sein Durchmesser GK ist 

§. 6. Lebrsalz 6. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gehenden Ebene geschnitten und von einem Punkt 
der Kegelflächc, der nicljt in dieser sclmeidenden Ebene liegt, 
eine Parallele mit einem auf der Grundlinie des entstandenen 
Achsendreiecks in der Grundfläche errichteten Loth gezogen 
wird, 80 trifPt diese Parallele die Ebene des Achsendreiecks, 
und wird, über diesen Durchschnitt hinaus bis wieder an die 
KegeUSche verlängert, von dmelben halbirt. 
6. Sei ein Kegel mit dem Scheitel Ä und dem Grundkreis 
BC gegeben und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene geschnitten, so dass das Achsendreieck ABC 
entsteht; wird ferner von einem beliebigen Punkt M im Um- 
fang des Grundkreises die Linie MN senkrecht gegen BCj 
und von einem beliebigen in der Kegelfläche angenommenen 
Punkt D die Linie DE parallel mit MN gezogen, so wird be- 
hauptet, dass DE der Ebene des Achsendreiecks ABC begeg- 
net und, nach der andern Seite bis zu ihrem Du^schnitt mit 
der KegelflSche verlKngert, durch die Ebene des Dreiecks 
ABC balbirt werde. 
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Man ziehe AD, verlÄngere es, bis es dem Umfang des 
Grundkreises in K begegnet, und fälle von K auf BC das 
Lotli KHL, so wird KH parallel MN, also auch parallel DE 
sein. Man ziehe nun AH\ da nun in dem Dreieck AHK 
DE parallel mit HK gezogen ist, muss es, verlängert, AH 
treffen und da AH in der £bene ABC liegt, ist bewieMin,- 
dam DB dieser Ebene begegnet; sei nun der DnrchschnittB- 
pimkt F, mid werde DF yerlXngert, bis es der KegelflSche 
in O begegnet, so ist noch zu zeigen, dam DFsstFG iat. 
Da aber die Punkte G und L sowohl in der Kegelfläche, als 
in der Ebene des Dreiecks AKH liegen, welche durch den 
Scheitel A des Kegels geht, müssen bie sich mit diesem in 
gerader T.inle befinden. Nun ist aber in dem Dreieck AKL 
DG parallel der Basis gezogen, sAso KH : HL ^ DF : FG lind 
da iCff = HLy ist auch DF= FG. q. e. d. 

§. 7. Lehraats 7. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene und zugleich Ton einer andern 
Ebene, dmn Durchschnittslime mit der- GrundflSche senk- 
recht auf der Grundlinie des durch die erste Ebene entstan- 
denen Achsendreiecks oder ihrer Verlängerung steht ^ ge- 
schnitten wird, so werden diejenigen Linien, welche vom 
Umfang des durch die zweite Ebene entstandenen Kegel- 
schnitts, parallel der in der Grundfläche befindlichen Dureh- 
schnittslinie gezogen werden, die gemeinschafüiche Durch- 
schnittslime der beiden gelegten Ebenen treffen, und auf der 
andern Seite bis zur Kegelflache verl&ngerty von dieser Durch- 
schnittslime balbirt werden. Wenn der Kegel gerade ist^ so 
steht die in der Grundflädie befindliche Linie senkrecht auf 
der Durchschnittslinie der schneidenden Ebene und des Achsen- 
dreiecks, ist aber der Kegel schief, so ist das nur dann der 
Fall, wenn die Ebene des Achsendreiecks senkrecht auf der 
Grundfläche des Kegels steht. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und dem Grundkreis lig. a 
BC gegeben, und w^de derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene in dem Breieck ABC und von einer zweiten 
Ebene ges<^mitten, deren Durchschnitfcsfinie DE mit dem 
Grundkreis senkrecht auf BC oder seiner Verlftn^erung steht 
Sei nun der durch die zweite Ebene erzeugte Kegelschnitt 
DFE und FG ihr Durchschnitt mit der Ebene des Achsen- 
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dreiecks; und werde endlich von einem beliebigen Punkt H 
des Kegelschnitte eine Parallele ÜK mit DE gesogen, so 
wird behauptet, dass HK die Linie FQ schneidet, und dar- 
Uber hinaus bis nun Kegelschnitt Verlängert durch FO hal- 
birt werde. 

Die Linie HK erfüllt genau die Voraussetzung des vo- 
rigen Lehrsatzes, weshalb die Richtigkeit der Behauptung 
erhellt. Es ist nun entweder der Kegel ein gerader, oder 
das Achsendreleek ABC senkrecht auf der Ebene des Grund- 
kreises BC, oder keines von beiden der Fall. 

Sei nun erstens der Kegel ein gerader, so steht die 
Ebene ABC auf der Grundflttche BC senkrecht, und da BQ 
senkrecht auf BC steht, muss es auf der Ebene JBC und 
also auf FG rechtwinklig sein. Derselbe Schluss wird noch 
Statt finden, wenn der Kegel nicht gerade, aber die Ebene 
des Achsendreiecks ABC senkrecht auf der Grundfläche BC 
ist. Ist nun aber keins von beiden der Fall, so kann DG 
nicht senkrecht auf FG stehen. Denn wäre DGF ein Rech- 
ter, so müsste, da DGB nach Annahme ein Rechter ist, DG 
ein Loth auf der Ebene ABC und also auch die Ebene BDC 
loihrecht auf ABC sein, was gegen die Annahme ist 

Zusatz. Hieraus erheüt, dass die Unie FO ein Durch- 
messer des Kegelschnitts DFE ist, da sie alle in demselben 
einer gegebenen Richtung parallel gezogenen Linien halbirt; 
und es erhellt zugleich, dass ein Durchmesser die parallelen 
Linien, die. er halbirt, unter schiefem Winkel durchschnei- 
den könne. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene und von einer zweiten Ebene so 
geschnitten wird, dass die Durchschnittslinien dieser Ebenen 
mit der Grundfläche senkrecht auf dnander stehen, der 
Durchmesser aber des durch die zweite Ebene entstandenen 
Kegelschnitts mit einer der - an den Scheitel anstossendcn 
Seiten des in der ersten Ebene liegenden Achsendreiecks 
entweder parallel ist oder jenseit des Scheitels des Kegels 
zusammentrifl't, und wenn sowohl die Kegelfläche als die 
schneidenden Ebenen in's Unendliche erweitert werden, so 
setzt sich auch der Kegelschnitt ohne Ende fort und 
eine von einem beliebigen Punkt desselben mit der in der 
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Grundfläche befindlichen Durchscimittslinic ^czog^e Paral- 
lele schneidet auf dem Durchmesser vom Scheitel an gerech- 
net immer eine gewisse Länge ab. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A mid der Grandfläche vig. t. 
BC gegeben, mid werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene «o geschnitten; das» das Achsendreieck ABC 
entstellt und von einer zweiten Ebene, deren Durchsehiiitt 
DE mit der Grundfliiehe senkrecht auf BC stellt, und wclehe 
mit der Kegelfläche die Durchschnittslinie DFE hat; der 
Durchmesser dieses Kegelschnitts sei FG, welcher mit AC 
entweder parallel ist, oder jenseit des Scheitels A zusammen- 
trifli; 80 wird behauptet, dass sich der Kegelschnitt DFE in's 
Unendliche fortsetze, wenn die Kegelfläche und die schnei- ' 
dende Ebene in's Unendliche erweitert werden. Man ver- 
längere zugleich die Linien ABj AC, FG, so werden nach 
Voraussetzung AC, FG über C und G verlängert niemals 
zusammentrefl'en. Sei nun H ein beliebiger Pnnkt der ver- 
längerten FG und werde durch H die Linie KHL parallel 
mit BC und MHN parallel mit DE gezogen, so wird die 
durch KL, MN gelegte Ebene parallel der durch BC, DE 
gehenden Grundfläche des Kegeb, und folglich ihr Durch- 
schnitt mit der Kegelfläche ein Kreis sdn. Da nun die 
Funkte D, E, M, N sowohl in der zweiten schneidenden 
Ebene als in der Kcgelflächo liegen, so ist gezeigt, dass der 
Kegelschnitt bis zu den Punkten M , N sich fortsetzt, und 
also auch in's Unendliche sich fortsetzen wird, wenn sowohl 
die Kegelfläche als die schneidende Ebene gehörig erwei- 
tert werden. 

Es erhellt zugleich, dass es möglich ist, in dem Kegel- 
schnitt durch eine Parallele mit DE jede beliebige Länge, 
Tom Durchmesser FH von F gerechnet, abzuschneiden. Denn 
sei FX irgend eine gegebene Länge, so wird die durch X 

mit DE gezogene Parallele, wie eben von der durch H ge- 
legten gezeigt ist, den Kegelsclmitt in zwei Punkten schnei- 
den müssen. 

§. 9. Lehrsatz 9. Wenn ein Kegel von einer Ebene, 
die beide 'Schenkelseiten eines Achsendreiecks triff*t, und 
^ weder der Grundlinie parallel noch ein Wechselschnitt ist, 

ApoDoni»! Xegalieluiltt«. 8 
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durchacimitten wird, so ist der entstandene Kegelschnitt kein 
Kreis. 

s. Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grundfläche 
gegeben, und werde derselbe von einer Ebene, die we- 
der der Grundflfiche parallel noch ein Wechselschnitt ist, 
geschnitten, so dass der Kegelschnitt DKB entsteht, so wird 

behauptet, dass DKE kuln Kreis sei. Angenommen er wäre 
ein Kreis, so erweitere man die sclmeidcnde Ebene, bis sie 
die Grmidfläche in der Linie FG scliueidet, und fälle vom 
Mittelpunkt H der Grundfläche BC ein Loth HG auf diese 
Durchschnittslinie ; dann lege man durch HG und die Achse 
des Kegels eine Ebene, welche die Kegelfl&che in den Gera- 
den AB und AC trifft, so werden die Punkte D, E, in denen 
diese Geraden die schnddende Ebene DKE treffen, mit G 
in gerader Linie liegen, da sie in der Durchschnittslinie der 
Ebenen ABC, DKE liegen müssen. Sei min K ein beliebi- 
ger Punkt des Kreises DKE, und werde durcli K eine Pa- 
rallele KL mit FG gezogen, so wird dieselbe nach §. 7. in 
ihrem Durchschnittspunkt M mit DE halbirt, und da dieses 
Ton allen mit FG parallel gezogenen Sehnen des Kreises 
DKE gilt, muss DE ein Durchmesser ^eses Kreises sein. 
Da also DE auf K3f und fol^ich auch auf FG loihrecht 
steht, ut FG und deshalb auch die Ebene DKE loihrecht 
auf der Ebene ABC. Man ziehe nun noch durch M die 
Parallele NMX mit BC, so wird, da auch KL parallel FG ist, 
die durch KL, MX gelegte Ebene der Grundfläche parallel 
und also ein Kreis sein. Nun wäre: 

ÄM2 = NM- MX= DM' ME, also /\ NMD ähnlich 
^MXE und Winkel ANX gleich Winkel AED, also der 
Schnitt DKE ein Wechselschnitt, was gegen die Annahme 
ist. Also ist gezeigt, dass DKE nicht ein Kreis sein kann. 

§. 10. Lehrsatz 10. Wenn in einem Kegelschnitt zwei 
Funkte angenommen werden, so wird ihre Verbindungslinie 
innerhalb des Kegelschnitts und deren Vcrlängerimg ausser- 
halb desselben fallen. 

Nach §. 2. fällt eine solche Verbindungslinie innerhalb 
>des Kegels, also auch innerhalb des Kegelschnitte. 

§. 11. Lebraate 11. Wenn ein Kegel von einer durch 
•die Achse gelegten Ebene und yon einer zweiten Ebene so 
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geschnitten wird, dass die Durchsclmlttslinien Her beiden Ebe- 
nen mit der Grundfläche senkrecht aut einander stellen und 
wenn der Durchmeaaer des durch die zweite Ebene erhalte- 
nen Kegelschnitts einer Schenkelseite des Achsendreiecks 
parallel ist, so ist das Quadrat einer von einem beliebigen 
Pnnkt des Kegebcbnitts in der zweiten Ebene parallel der 
in der Grandfliche befindlichen Durchschnittslinie bis zum 
Durchmesser hin gezogenen Linie gleich dem Bechteck aus 
dem durch diese Linie vom Durchmesser nach dem Scheitel 
hin abgeschnittenen Stück und einer andern Länge ^ welche 
sich zu dem den Scheitel des Kessels mit dem des Kegel- 
schnitts verbindenden Stück ebenso verhält wie das Quadrat 
der Grundlinie des Achsendreiecks zu dem Rechteck aus 
den beiden übrigen Seiten. Ein Kegelschnitt dieser Art 
heisst eine Parabel. 

Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der GhrundfläoheFig. 9. 
BC gegeben und werde derselbe von einer durch die Achse 
gelegten Ebene, die das Achsendreieck ABC bildet, und von 
einer zweiten Ebene geschnitten, deren Durchschnitt DE mit 
der Grundfläche senkrcclit auf der Grundlinie BC den Achsen- 
dreiecks steht, und welche in der Kegelflüche die Linie DFE 
bildet, deren Durchmesser FG parallel . der Seite AC des 
Achsendreiecks ist; werde femer in der zweiten Ebene von 
F ans unter rechtem Winkel gegen FO eine Linie FH ge- 
zogen; so dass FHiFAssBC* ;BA' CA ist, und endlich 
von leinem beliebigen Punkte K des Kegelschnitts bis zum 
Durchmesser hin eine Parallele KL mit der Linie DE'^ so 
wird behauptet: 

KL^z=FL*FH. 
M&a raehe noch durch L die Parallele MN zu der Linie 
SC, 80 wurd die durch KL, MN gelegte Ebene der Grund- 
fläche parallel und ihr Durchschnitt mit der Kegelfläche ein 
Kreis sein ; da nun nach Annahme DE senkrecht auf BC, ist 
auch KL senkrecht auf LM und also KL"^ = ML • LN, Es 
ist .aber 

1) MLiFL^BCiAC, 

2) ' LN :FA = BC :AB, 

' woraus: 

3) ML ' LNi FL'FA = BC^ : AC-AB oder nach Annahme 
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4) ML ' LN: FL'FA = FH : FA, nm\ also: 

5) iCL2 = ML . LN= FL • FH q. e. d. 

Die Linie FH oder die constante Seite des Kechtecks; 
dessen andere Seite die Abscisse ist, und welches dem Qua- 
drat der Ordinate gleich ist, heisst Latus rectum oder Pa- 
rameter. 

§. 12. Lehrsatz 12. Wenn ein Kegel von einer durch 
die Achse gelegten Ebene luid von einer zweiten Ebene ge- 
schnitten wird, so dass die Durchschnittdlinien beider Ebenen 
mit der Grundfläche senkrecht auf einander stehen, und wenn 
der Durchmesser des durch die zweite Ebene entstandenen 
Kegelschnitts mit der einen Schenkelseite des in der ersten 
befindlichen Achsendreiecks jenseit des Scheitels des Kegels 
zusammentrifft; so wird das Quadrat einer von einem Punkt 
des Kegelschnitts bis zum Durchmesser hin parallel mit der 
in der GruiKltlächc befindliclien Durclisclmittslinie gezogenen 
Ordinate gleich sein einem Rechteck, zu dessen einer Seite 
(der Länge) das Stück des verlängerten Durehmessers, das 
von dem Aussenwinkel des Adisendreiecks am Scheitel des 
Kegels abgeschnitten wird, dasselbe Verh&ltniss hat, als das 
Quadrat einer vom Scheitel des Kegels parallel dem Durch- 
messer des K^ebchnitts bis zur Grundfläche gezogenen 
Linie zu dem Eechteck der hierdurch in der €h*undlime des 
Acbsendreiecks gebildeten Abschnitte, und dessen andere 
Seite (die Breite) die von der Ordinate auf dem Durchmes- 
ser abgeschnittene Abscisse ist, wenn dieses Rechteck noch 
vermehrt wird um ein anderes von gleicher Breite,, das ähn- 
lich und ähnlich gelegen ist nut einem andern, dessen Seiten 
das auf dem Durchmesser vom Aussenwinkel an der Spitze 
des Adisendreiecks abgeschnittene Stück und die Länge des 
vorerwähnten Rechtecks sind. Ein Kegelschnitt dieser Art 
heisst eine Hyperbel. 

Anm. Dieser etwas weitläufige Ausdniik ist heibcliulten , weil gerade 
aaf der Hinzufügung des zweiten liucUtccks der Xamc llvpei'bci *' beruht j 
BOlut kann einfacher gesagt werden: das Quadrat der Ordinate verhalt sich zu 
dem Rechteck mm den Äbidssen, die TOm Fnsipankt der Ordinate bia zn den 
Sehtiteln des Kegeliclinitti nnd seines G^ienacluiittB gerecbnet werden, wie 
das Quadrat der vom Kegelseheitd nach der Chnmdfläehe panM dem Difreh* 
mesaer gesogenen I4me an dem Reebteek der dnrch dieselbe aaf der Gmnd- 
liide des Aehsendreiecks entstandenen Abschnitte. 
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vSei ein Kegel mit dem Sclieitcl A und der Grundfläche Fig. lo. 
ßC gegeben, und werde er von einer Ebene durch die Achse 
geschnitten, welche das Achsendreieck ABC bildet ^ und von 
einer zweiten, weidie die Grundfläche in der Linie DE senk- 
recht auf BC und die Eegelflftche in der liinie DFE durch- 
schneidet, deren Durchmesser GF verlfiogert mit der Sdte 
AC des Achsendreiecks jenseit des Scheitels in H zusam- 
mentrifft. Werde ferner vom Scheitel A mit FG die Paral- 
lele AK bis zu ihrem Durchschnitt mit BC und in in der 
schneidenden Ebene DFE ein Loth FL auf FG gezogen, so 
dass AK^ :BK' CK=FH:FL ist; sodann von einem belie- 
bigen Punkte M des entstandenen Kegelsclinitts bis zum 
Durchmesser hin die Linie MN parallel mit DE, endlich 
von N parallel mit FL die Linie NOX, welche von der Ver- 
bindungslinie HL in X getroffen wird,, und durch L und X 
die Linien LO, XP parallel mit FN, so wird behai^tet; 

. MN^=:FN'XN. 

Man ziehe nocli durch N die Linie RS parallel mit BC, 
so wird die durch MN, RS gelegte Ebene parallel der Gnmd- 
fläche, also ihr Durchschnitt mit der Kegelfläche ein Kreis, 
und da nach Annahme DE senkrecht auf BC, also auch MN 
senkrecht auf RS ist, 1) 3£N^ = RN* N8 sein. Nun ist 

2) RNiFN^BKiAK, 
3) m :HN=CKtAK, ^j^^ 

4) RN'NS'.FN'HN=BK'CK:AK^, aber nach An- 
nahme BK' CK: AK^ = LF: HF = XN: BN, also 
ö) RN'NSiFN-HN^XNiHN, und 

6) • JaiVÄ=Ä2V'.AS = JW.ZRr. q.e.d. 

Die Linie LF heisst der Parameter oder das Latus re- 
ctum, die Linie HF das Latus transversum. 

§. 13. Lebrsate 13. Wenn* eui Eegel von einer durch 
,die Achse gelegten Ebene und von einer zweiten Ebene ge- 
schnitten wird, die beide Schenkelseiten des durch die erste 

entstandenen Achsen dreiecks trifl't und weder parallel der 
Grundfläche noch ein Wechselschnitt Ist, und wenn die 
Durchschnittslinien der beiden Ebenen mit der nöthigeufalls 
erweiterten Grundfläche senkrecht auf einander stehen, so 
ist das Quadrat einer von einem beliebigen Punkt des Kegel- 
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Schnitts parallel der in der Grundfläche befindlichen Durch- 
schnittslinic bis zum Durchmesser gezogenen Ordinate gleich . 
einem Rechteck, m dessen einer Seite (der Länge) der Durch- 
messer des Kegelschnitts dasselbe VerhSltniss hat, als das 
Quadrat einer yom Scheitel des Kegels parallel mit dem 
Durchmesser bis zu der efweiterten Grondfiiche gezogenen 
Linie zu dem Rechteck aus den l)eid('n Abscliiiitten , welche 
durch diese auf der verlängerten Grundlinie des Achsendreieeks 
entstellen, und dessen andere Seite (die Breite) eine der bei- 
den zu der Ordinate gehörigen Abscissen ist, wenn dieses > 
Rechteck noch vermindert wird um ein anderes von gleicher 
Breite, das Sfanlich und ähnlich gelegen ist mit dem zwischen 
dem Durchmesser und der yorerwähnten Länge des ersten 
Rechtecks enthaltenen. Ein Kegelschnitt dieser Art hebst 
eine Ellipse. 

i'ig. 11 Sei ein Kegel mit dem Scheitel A und der Grund- 
fläche BC gegeben und werde derselbe von einer durch die 
Achse gelegten Ebene, welche das Achsendreieck ABC bildet, 
und von einer zweiten Ebene geschnitten, die mit den beiden 
Seiten AByäC oder ihren Uber B und C hinaus gehenden 
Verlängerungen in den Punkten B und D KUsammentrüR, 
und weder der Grundfläche psrallel noch ein Wechselschnitt 
ist, und deren Durchsehniitslinie GF mit der nöfhigen&lls 
erweiterten Grundfläche senkrecht auf der nöthigenfalls ver- 
längerten BC steht. Sei ELD der hierdurch entstandene Ke- 
gelschnitt und ED sein Durchmesser, und werde in E in der 
Ebene JELD ein Loth EH errichtet, so dass, wenn AK eine 
von dem Scheitel des Kegels parallel mit ED bis zur Grund- 
fläche gezogene Linie ist, EDiEH^AK^ :BK> CK ist, fer- 
ner von einem beliebigen Funkt L des Kegebchnitts die Or- 
dinate LM parallel mit der Durohschnittslinie FG gezogen 
und endlich in M eine Parallele mit SB, die der von 2> nach 
H gezogenen Verbindungslinie in X begegnet, und in X und 
H die Parallelen XO und HN mit DE, so wird behauptet: 

ML 2 = EOXM, 
Man ziehe noch durch M die Linie FR parallel mit BC, 
so ist ähnlich wie in den früheren Sätzen: 

1) LM^orPM'MIl, 

2) PM:EM = BK:JK, 
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8) BmiDM:=:miAK, , 
/ i-alBO 

4) PM*MR:EM'DM^BK'CK:jiK^, da aber nach 

5) FM'BmiEM'jyM^ JOiiDM, und also 

6) Lm—m^MR^BM^XM, q. e. d. 

Die Linie EH heisst der Parameter oder das Latus re- 
ctum, die Ltime ED das Latus transversum. 



Anm. Die beiden letzten Lehirittse fiber Hyperbel und EDipie laMen lie- 
genden Anedrook zn: ^Werden von beliebigen Punkten eines Kegelschnitts Or- 
dineten hh ca dem xogebSrigen Dnrdiniesser gesogen, so rerbih sieh bei 
fim^ee und Hjpeifaet das Qnadnt jeder Ordinate sa dem Beditet^ ans den 
Absehnitten, ^e auf dem Qacrdurchmesser bildet, wie das zugehörige latus 
rectum zum latus tiaosvenram. Bei der Parabel entsteht durch jede Ordinate 
auf dem Durchmesser nur ein Abschnitt und verhalten sich die Quadrate der 
Ordinalen wie die zagehörigen Abschnitte. Von dieser Form der Sätze 11 — 18 
machen wir im Folgenden häufig Gebraach. 

§. 14. Lehniais 14. Wenn die am Schdtel znaam- 
menstossenden Kegelflttclira von einer nicht durch den Schei- 
tel gehenden Ebene geschnitten werden, so entsteht in jeder 
der Flächen ein vSchnitt, der Hyperbel heisst, und beide 
Schnitte haben denselben Durchmesser, die Paranieter, die zu 
den Ordinaten gehören, welche der Grundfläche des Kegels 
parallel sind, sind in beiden gleich, das latus transversum, 
niunlich die Verbindongslinie der beiden Soheitely ist beiden 
gemeinschaftlich. Solche Schnitte heissen Ckgenschnittb. 

Sei ein Kegel mit dem Sdieitel A nnd der Gnmdflächeng. i>. 
BC gegeben nnd werde derselbe ron einer nicht durch den 
Scheitel gellenden Ebene, die beide am Sclieitel zusararaen- 
stossende Kegelflächen triff't, geschnitten, so dass in der 
einen derselben der Schnitt DEFy in der andern KHG eut- 
stehti so wird behauptet, dass beide Schnitte Hyperbeln sind, 
die einen gemeinschaftlichen Durchmesser und ein gemein- 
schafUiches latus transTennim so wie gleiche Parameter haben. 

Man lege dne der Grundfläche parallele Ebene jen- 
seit des Scheitels, die die aweite EegelflKche in dem &eb 
XKOG triflFt, femer fälle man vom Mittelpunkt L der Grund- 
fläche ein Loth LM auf die Durclischnittslinie DF dieser 
Grundfläche mit der Schnittebene, und lege durch ML und 
A eine Ebene, die also auch den Mittelpunkt Y des Kreises . y 
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XKOG trifft, und in der untern Kcgelfläche das Achscndrcicck 
ABC, in der oberen AOX bildet, so wird auch der Durch- 
messer OX senkrecht auf der Durchschnittslinie KG der 
Scfanittebene mit der Ebene des Kreises XKOO stehen, femer 
wird die Kuletst gelegte Ebene die Schnittebene längs der 
G-eraden MEHN und die Kegelflftchen in den Geraden BEAO, 
CAHX treffen. Zielit mau nun noch diirch A die Parallele 
SAT mit MN und erriclitet in den Punkten E und H der 
Schnittebeue Lothe auf MN,EP und IIR, so dass 

1) EH: EP= AS^ : BS • SC und 

2) EH;HR=z AT^ iXT OT ist, so werden nach 
§. 12. EP und HR die Parameter der Hjperbehi DEF mid 
GHKy die Gerade MN ihr gemeinschafUicher Durchmesser 
nnd EH das ebenfalls gemeinschalUiche latus transversnm. 
Da aber * 

3) AS:SB = AT:TO, 

4) A8:8C = AT:TX 

aus Aehnlichkcit der betreffenden Dreiecke, ist auch 

5) AS^:SB'SC=AT^:TOTX, 

und also, wenn man (1) und (2) vergleicht, EP= HR. q. e. d. 

Anm. Nun Ital sich die in Anm. sa §. 15. ang^ebene lägenaehaft anch 
■df twd Gtgeiiaehiiitte MudehneOi nnd Inntet also: Wird in einem Gegenaehnitt 
m izgend einem Dorcfamener ^e beliebige Ordinate gexogen nad in dem an- 
dern Gegenschnitt für denselben Durchmesser dne andere, so verhalten sich 
die Qnadrate dieser Ordinaten wie die Rechtecke ans den dnich eine jede dei^ 
selben «uf dem Durclimcsser entstandenen Abschnitten. 

§. 15. Lehrsatz 15. Wenn in einer Ellipse von dem 
Mittelpunkt euies Durchmessers eine zugehörige Ordinate 
gezogen und nach beiden Seiten bis zum Durchschnitt mit 
derselben verlängert -wird, und wenn sich die so erhaltene 
ganze Linie zum Durchmesser verhSlt wie der Durchmesser- 
zu einer dritten Linie, so ist das Quadrat der geraden Linie, 
die von einem beliebigen Punkt der Ellipse parallel dem 
Durchmesser bis zur Ordinate gezogen wird, gleich einem 
Rechteck aus der vorerwähnten dritten Proportionale und dem 
Stttck der Ordinate von der Ellipse bis zu d^ zuletzt gezo- 
genen Parallelen yermindert um ein andms Rechteck von 
derselben Breite , das Shnlich und lUmlich gelegen ist dem 
ans der yerdoppelten Ordinate und der erwähnten dritten Pro- 
portionale« Verlängert man diese Parallele über die Ordinate 
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hmftUB bi8 zu ihrem zweiten Durchschnitt mit der Ellipse, so 
wird sie durch die Ordinate halbirt. 

Sei eine Ellipse mit dem Durchmesser AB gegeben und Fig. i3. 
durch die Mitte C des Durehmessers eine zugehörige Ordi- 
nate DCE nach beiden Seiten hin bis an den Umfang gezo« 
gen. In D errichte man ein Loth DF auf CD, so dass 

DE:AB = AB:DF ist, 
und siehe JEfF; dann ziehe man von einem beliebigen Pnnkt 
G der Ellipse eine Parallele mit AB, bis sie DB in H und 
verlängert die Ellipse zum zweiten Male in V schneidet, 
vollende nun das Rechteck IlDF zur Ecke K und ziehe 
durch den Schneidungspuukt L von EF und HJ^ eine Pa- 
rallele LM mit HD, so wird behauptet: 

1) GH^ = DHLM, 

2) GH =HV. . 

Beweis. Nach Anm. zu §. 13. ist 

1) GX^ : DCr- = AX- XB : AC^, oder da 

AX' XB = AC^- — CX^, 

2) GX^ ; DC^ = ^C» — CXjli AC^, woraus dividendo. 

3) DC^^G2P:DC^=:CX^:AC^, da aber 
GX= CH, ist DC^ — GX^^ DH* ES, 

also 4) DH' EH: DC^^CX' i AC^ oder 
DH*EHiDE^^CX^:AB^, da nun EHiDB^BLxDF, 
und AB^ =DE'DF ist, ergiebt sich 

5) DH irL :DE DF=CX^: AB^, oder 
DH-tiL = CX^ = Gm. q. e. d. 

Um nun zu zmgen, dass GH^HV ist^ ziehe man von 
V noch die Ordinate FQ, dann ist VQ = GX, also 

4X*2[B = AQ»QB oder 
AC^ _ CX^ ss BC* — CQa, da aber ^0= BC; ist also auch 

CX= CQ d. h. GH=HV. 

§. 16. Lehrsatz 16. Wenn durch den Punkt, welcher 
den Querdurchmesser zweier Gegenschnitte halbirt, eine Linie , 
parallel den zugehörigen Ordinaten gezogen wird, so ist 
dieselbe ein Durchmesser, der dem ersten zugeordnet (con- 
jugirt) genannt wird. 

Seien zwei Gepjenschnitte GA, HB mit dem Durchmesser Fig. 14. 
AB gegeben und in der Mitte C des letzteren die den zuge- 

/ 
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hörigen Ordinalen parallele C^p^ezogen, so wird bchaupteti 
dass CD ein dem AB zugeordneter Durchmesser ist. 

Man nehme in einem der Schnitte einen beliebigen 
Funkt G und ziehe von da eine Parallele mit AB^ bis sie 
den andern Schnitt in H trifit, siehe in G und H die ange- 
hdrigen Ordinaten GK,HL. Da nun nach Anm. m §. 14 
GK^zHL^ =^KA^KB:LA-LB, GIT aber gleich AL, ist anch 

1) KA * KB = LA 'LBy oder 

2) K(P — AC^ = CL2 — und da AC = BC, 

auch KC = LC oder GX = XH. q. e. d. 

< 

Zweite Reihe von Erkttmngeiu 

1) Per Punkt, welcher einen Durchmesser einer Ellipse 
oder Hyperbel halbirt, heiast der Mittelpunkt des Ke- 
gelachnitts. 

2) Eine Linie, die yom Ifittelpunkt nach dem ümfong ge- 
zogen wird, faeisst ein Badins oder Halbmieflser des* 

selben. 

3) -Vui aluillclie Weise heisst auch der Punkt, welcher das 
latus transversum zweier Gegensclmitte halbirt, der Mit- 
telpunkt derselben. 

4} Eine Linie, die vom Mittelpunkt parallel den einem ge- 
gebenen Durchmesser zugehörigen Ordinaten gezogen 
wird, gleich der mitüeren Proportionale zwischen dem « 
latus rectum und transversum Ist und im Mittelpunkt 
halbirt wird, heisst der zweite oder conjugirte Durch- 
messer. 

5) Das Rechteck aus dein latus transversum und dem latus 
rectum, die zu einem Durehmesser gehören, heisst das 
zum Durchmesser gehörige Bechteck. 

6) Die Linie, welche die Berührungspunkte zw^er Tan- 
genten verbindet, heisst die Bertthmngssehne. 

Anm. Ffir die im Sehln» der §|.ll, 12, 13 erklSrtea Längen de« 
tatne tniMTenam nnd latoi recfemn weiden der Abkfinuiig halber im Folgen- 
den & Bachslaben % und r gdtiaiieli^ wobd ni erwihnen ist^ daas dieae N»- 
men aelbat idehta wwtCT bedeuten, ab wagrechte and aenkrechte Seite dea 
sa einem Darchmeaaer gehörigen Bechtedca. Ana Aeaem letiteren Grande iat 
noch der Anadmok ^dafena rectom** atett dea in neoerer Zeit fil^udien „Panune- 
ter** in der rofUegenden Arbeit meiateiia beibehalton worden« 
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Die Erkl. 5. und 6. hat der UebersetBer zur Bequemlich- 
keit des Ausdrucks hinzugefügt, 

§.17. Lehrsaia 17« Wenn vom Eiidpinikt emes Durch- 
messen in einem Kegelschnitt eine Linie parallel den suge- 
h9rigen Ordinaten gezogen wird; so f&Wt dieselbe ganz ausser- 
halb des Kegelschnitts. 

Sei ein Kegelsclmitt mit dem Durchmesser AB gegeben, Pig. isi 
80 wird behauptet, dass die vom Scheitel A den zugehörigen 
Ordinaten parallel gezogene Linie ausserhalb des Kegel- 
schnitts fallt. Denn wäre dies nicht der Fall und schnitte 
sie den Kegelschnitt in C, so würde^ da von einem beliebigen 
Punkt C des Kegelschnitts die Ordinate CA gesogen ist, diese 
Yon dem Durchmesser halbirt werden müssen, also A zugleich 
Mitte und Endpunkt von CA sein, was unmöglich ist 

§. 18. Lehrsatz 18. Wenn eine Lmie emem Kegelschnitt 
(Parabel oder Hyperbel) begegnet und verlängert nach bei- 
den Seiten zu ausserhalb desselben liegt, und wenn von einem 
innerhalb desselben befindlichen Punkt eine Parallele mit 
dieser Linie gezogen wird, so schneidet diese, gehörig ver- 
ISngert, an beiden Seiten den Kegelschnitt. 

ein Kegelschnitt und die ihn treffende Linie AEB, Fig. i«. 
weldie verllEogert an beiden Seiten ausserhalb des Kegel- 
schmtts ftllt, gegeben, und werde Ton einem inneriialb des- 
selben befindlichen Punkt C eine Parallele mit AB gezogen, 
so behaupte ich, dass CD gehörig verlängert an beiden Sei- 
ten dem Kegelschnitt begegne. Man nehme irgend einen 
Punkt F auf dem Kegelschnitt und verbinde E mit F. Weil 
nun AB der Linie CD parallel ist, und MF die Linie AB 
trifft, muss sie aucli CD treffen. Wenn nun der Durch- 
sehnittspunkt zwischen E und F Wlt, ist klar, dass CD nach- 
her den Kegelschnitt treffen muss, da EF ein begrinztes 
Segment desselben abschneidet, wenn aber ausserhalb E, muss 
CD den Kegelschnitt schon yorfaer getroffen haben. Also 
trifft CD nach der Richtung EJi zu verlängert den Kegelschnitt. 
Auf gleiche Weise kann gezeigt werden, dass sie auch nach 
der Seite EA hin demselben begegne, wozu nur nöthig ist 
eine Sehne EF, auf der andern Seite des Punktes C zu ziehen 
und dann ebenso wie oben zu schliessen. Folglich schneidet 
CD gehörig Terlingert an beiden Seiten den Kegelschnitt 
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§. 19. Lchrsate 19. In einem Ke^lschnitt triiFfc jede 

gerade Linie, die vom Durcliiuesscr aus parallel deu zugehö- 
rigen Ordinaten gezogen wird, deu Kegelscliuitt. 
Fig. 17. Sei ein Kegelschnitt mit dem Durchmesser AB gegeben 
und werde ein beliebiger Punkt B darauf angenommen, und 
▼on B eine Linie BC parallel den zu diesem Durchmesser 
gehörigen Ordinaten gezogen, so wird behauptet, dass BCj 
gehörig yerlängert, den K^elschnitt triffk. Man nehme einen 
beliebigen Punkt D im Kegelschnitt, so wird die von A nach 
D gezogene Linie Innerhalb des Kegelschnitts fallen. Weil 
aber die von A aus den zum Durchmesser AB gehörigen Or- 
dinaten parallel gezogene Linie (nach §. 17.) ausserhalb des 
Kegelschnitts liegt, AD aber denselben trifft, wird eine von 
B auB den Ordinaten parallel gezogene Lime BC mit AD zu- 
sammentreffen müssen. Wenn dies nun zwischen A und D 
geschieht, wird BC nachher den Kegelschnitt treffen müssen, 
wenn aber jenseit D, muss sie schon Torher den Kegelschnitt 
geschnitten haben. Also schneidet die von einem beliebigen 
Punkt des Durchmessers den zugehörigen Ordinaten parallel 
gezogene Linie den Kegelschnitt. 

§. 20. Lehrsatz 20. Die Quadrate zweier Ordinaten, 
die au deuselben Durchmesser einer Parabel gezogen sind, 
yerhalten sich wie die Abschnitte desselben vom Scheitel bis 
zu den Fusspunkten.. 

Wendet man Zeile 5. des Beweises von §. 11. auf zwei 
yerschiedene Punkte K^K^ an, so hat man KL^ = fL. FH 
und K,L^^ z=sFL^.FH, woraus KL^ iK^L^^ ^ FLiFL^. 
e. d. 

Anm. d. Entoc. F^. 18. HicimiM agiebt lieh eiii Ifittel tat die Con- 
strnction der Parabel darch einzelne Fankte. Man ziehe eine gerade Lime mit * 

dem festen Kndpnnkt A und von beliebigen Punkten derselben B,C unter be- 
Uebigem Winkel die Parallelen BD,CE, so dass JW^ : C£^ ^BÄiCA^W» and 
, BtJß zwei Fankte der Farabel, deren Scheitel A ist. 

§. 21. Lehrsais 21. Wenn in einer Hyperbel oder 
Ellipse oder in einem Kreis Ordinaten gezogen werden , so 

verhält sich das Quadrat einer jeden derselben zu dem Recht- 
eck der Abschnitte, die sie auf dem latus transversum bildet, 
wie das latus rectum zum latus trausyersunij also die Quadrate 



Digitized by Google 



29 

zweier Oirdinaten unter sich wie die Rechtecke aus den auf 
dem latus transversum entstandenen Abschnitten. 

Setzt raan in Zeile 5. des Beweises zu §. 12. statt RN' SN 
seinen Werth MN^ und statt XN: jF/iVdas gleiche Verhältniss 
LF: HF, 80 erhält man den ersten Theil der Behauptung für 
die Hyperbel, nnd wenn man diesen auf sswei beliebige Punkte 
der Hyperbel anwendet, durch Vergleichung leicht den zweiten 
TheO. Auf ähnliche Weise verfahrt man mit «Zeile 5. in 
§. 13., dann hat man den Satz atu Ii für die Ellipse. 

Anm. 1. des Eatocius. Beim Kreis ist das latus rectum gleich dem 
latus traili?emmi vatä <Be OrSnaitai Btäbea aonkraeht tat dem Dnrehmenw. 

Anm. 8. desidben. Ans dem Lehnatz ergiebt sich die folgende Constroetion Flg. 19. 
einer Hjperitd. Sd AB dne gerade Linie, die über A hinaus befiebig vexliingeTt 
wird, ioi.A £e Länge AC senkrecht dagegen gezogen, nnd ^ mit C verfann- 
dm. In beliebigen Ponkten Bf G da verlängerten BA anrichte man Lodie 
Efff GKy bis sie die verlängerte BO in JST, JT schneiden, und zielie nntcr be- 
liebigem Winkel von E und G die Parallelen ED, QF, so dass DE^ = AK' 
BH und = AG • OK ist, so sind D, F Pttukte der Hyperbel. Auf ähn- 
Kche Weise verfuhrt man bei der Ellipse. 

§• 22. Lebraals 29. Jede Sehne einer Parabel oder 
Hyperbel, die den Durchmesser nicht innerhalb des Kegel- 
schnitts schneidet, trifit ihn ausserhalb. 

Sei eine Parabel oder Hjrperbel mit dem Durchmesser Fig. soa. 

ABj und eine Sehne CZ), die den Durchmesser nicht innerhalb 
trifft, gegeben, so wird behauptet, dass die verlängerte CD 
ausserhalb des Kegelschnitts mit AB zusammentrifft. Man 
ziehe von C und D die Ordinaten CEy DB und betrachte 
zuerst die ParabeL Dann ist CE- : DB^ = AE : AB, da aber 
JM > AB, musB auch CE DB, also kann nicht CD paral- 
lel AB sein, und da es nicht innerhalb mit AB zusammen- 
trifft, muss es ausserhalb des Kegelschnitts geschehen. 

Betrachtet man nun die Hyperbel, dereii laWs transyer^Fig. sob. 
sum Al^' sei, so ist CE' iDB- = AE - FE : AB - FB , und da 
AE'FE^AB'FB, auch CE>DB, weshalb CD mit AB 
zusammentreffen muss, und da es nicht innerhalb geschehen 
kann, so muss also CD ausseihalb des Kegelschnitts mit AB 
zu8ammentre£Een. > 

Anm. Bei der ^rpeibel ist leicht su zeigen, dass OD swisehen A und der 
Ifitte M des latus tnmsversum die Linie AB durchschneiden muss. Denn man 
verwandelt obige Proportion leicht in CE* : DB* J//;* — MA*iMB*'-MA* 
nnd da ME> MB, muss CE* : DB^ >- ME* : MB* (wem man m 
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Zibtor und Nenner dnet nnSchten Braehs Oleieluf «ddirt, mxä der Bnek 
U^er), also aneh CIE',DB> MEi MB^ wonns die BehanpCung erhellt. 

§. 23. Lehrsatz 23. Jede Sehne einer Ellipse, welche 
2wei conjiigirtc Durchmesser innerhalb der Ellipse nicht 
schneidet, trifft dieselben ausserhalb, 
ng. ti. Sei eine Ellipse mit den conjugirten Durchmessern AB, 
CD gegeben, und swiseh^Di den En^unktra A und C der- 
selben zwei Punkte E und F in dem Umfang angenommen • 
und durch eine gerade Linie verbunden, so wird behauptet, 
dass EF, ver4ängert, beide Durchmesser ausserhalb des Kegel- 
schnitts treffe. Man zielie von den Punkten E und F gegen 
den Durchmesser AJi hin die Ordiuaten EG, FH, und gegen 
CD hin EK, FL, so ist 

1) EG^ : FH^ = AG • BG iAH- BH, 

2) Fl^ :EK^ = CL'LD:CK'KD. 

Da aber H weiter von der Müte M von AB entfinrnt 
liegt als G, ist AG - BG-^ AH* BRy und da K weiter von 
der Mitte M von CD entfernt Hegt als L, ist CL*LD> 
CK' KD, f<)l<^lich auch EG > FH und FL ^ EK, weshalb EF 
weder mit Ali ntnli mit CD parallel sein kann, und da es 
innerhalb die Durchmesser nicht mehr schneiden kann, muss 
es de ausserhalb treffen. 

§. 24. Lebrsais 24. Wenn eine gerade Linie einer 
Parabel oder Byperbel in einem Punkte begegnet und nach 
beiden Seiten hin ausserhalb des Kegelsdmitts liegt, so wird 
dieselbe den Durchmesser schneiden. 
Fig. 22. Sei eine Parabel oder Hyperbel mit dem Durchmesser 
AB gegeben, und begegne ihr die gerade Linie CDE im 
Punkte Z), so dass sie zu beiden Seiten von D ausserhalb 
des Kegelschnitts fallt, so wird behauptet, dass CDE den 
Durchmesser AB schneidet. Man nclnue auf der von D aus 
dem Seheitel abgewandten Seite des Kegelschnitts den Punkt 
F beliebig an und raehe FD, so wird diese Linie nach §. 22. 
den Durehmesser schneiden. Sei A der Durchscbnittspunkt. 
Da nun CDE mit dem Theile DE zwischen die Gerade DA 
und den Kep;elschnitt fallt, muss sie den Durchmesst Bwi- 
sclien dem Scheitel und dem Punkt A treffen. 

§. 25. Lehrsatz 25. Wenn eine gerade Linie einer 
Ellipse zwischen den Endpunkten zweier conjugirten Durch- 
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messer ia einem Punkte begegnet und zu beiden Seiten des- 
selben ftUBserhalb der Ellipse Wlt, 00 wird sie beide Dnrch- 
messer 8ohneid«B. 

Sei eine EHipse mit den conjngirten Dnrchmeflsem ABng. 
und CD gegeben ; und werde dieselbe zwiscben den End- 
punkten A nnd C der Durchmesser von der Geraden BF im 
Punkte G so getroffen, dass diese Linie zu beiden Seiten 
von G ausserhalb des Kegelschnitts liegt, so wird behauptet, 
dass EFf verlängert, beide Durchmesser ausserhalb des Kegel- 
schnitts schneidet. Man ziehe von G auf der dem Scheitel 
A abgewandten Seite die Sehne GH, so dass H zwiscben G 
und C liegt, dann schneidet nach §. 23. die verlingerte HG 
den Durchmesser BA^ da nun BF mit dem Theile GF zwi- 
sdien die verlängerte HO nnd die Ellipse fällt, mnss sie den 
verlängerten Durchmesser BA noch früher schneiden. Ein 
Gleiches kann in Bezug auf den Durchmesser CD durc li 
eine nach der andern Seite gezogene Sehne bewiesen werden. 

§. 26. Lehrsatz 26. Wenn in einer Parabel oder Hy- 
perbel eine gerade Linie parallel mit dem Durehmesser des 
Schnitts gezogen wird, so trifft dieselbe den Kegelschnitt in 
«nem nnd nidit in mehreren Punkten« 

Sei zuerst eine Parabel mit dem Durchmesser AB undng. t4. 
dem latus rectum AD gegeben, und BF parallel dem Durch- 
messer gezogen, so wird behauptet, dass EF die Parabel 
schneidet. Seie E ein Punkt ausserhalb der Parabel und 
werde EG parallel den zum Durchmesser gehörigen Ordina- 
len gezogen, ferner nehme man in AB einen Punkt C so 
an, dass AD'AC^EG'^ ist, imd ziehe in C die Ordinate 
CBf so wird also auch CH^ >• EG^ , also muss EF, ehe sie 
HC tnßtf den Kegelschnitt getroffen haben.. Sei K der 
Schneidungspunkt, so wird bdiauptet, dass kein zweiter mög- 
lich ist Denn wäre ein solcher, etwa L, Toriianden, so 
müsste nach §. 22. die gerade Linie LK den Durchmesser 
AB ausserhalb treffen, was gegen die Annahme ist. 

Sei zweitens eine Hyperbel mit dem latus rectum AD i- ig. 25. 
und dem latus transversum AB gegeben; man verfahre wie 
oben, ziehe von C parallel mit AD die Linie CAf, bis sie 
die verlSagerte BD in M schneidet, so wird, da DA'AC 
> EG^ nach Annahme un^ CM'AC>DA'AC, wie leicht 
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erhellt, und endlich HC^ = AC ■ CM, auch HC^ > EG^ sein, 
woraus, wie oben, die Behauptung weiter getolgert werden kann. 

§. 27. Lehrsatz 27. Wenn eine gerade Linie den 
DurchmesBer einer Parabel schneidet, so trifft sie gehörig 
yerlSogert an beiden Seiten den Kegelschnitt 
ng. M. Sei eine Parabel mit dem Dorchmesser AB imd eme 
gerade Linie CD, die den Durchmesser innerhalb des Kegel- 
schnitts in D schneidet, gegeben, so wird behauptet, dass 
CDy gehörig verlängert, an beiden Seiten den Kegelschnitt 
schneidet. ^lan ziehe vom Scheitel A die Linie AE parallel 
den zugehörigen Ordinalen, so wird AE nach §. 17. ausser- 
halb des Kegelschnitts fallen. Es wird nun CD entweder 
mit AE parallel sein oder nicht. Ln ersten Fti31 ist CD also 
den Ordinalen parallel and trifit deshalb nach §. 19. den 
Kegelschnitt. Ist sie aber nicht parallel, so yerlängere man 
sie, bis sie AE im Punkte E schneidet, dann wird CD, 
ehe sie AE schneidet, den Kegelschnitt schon getroffen ha- 
ben müssen. Es wird nun noch behauptet, dass CD aucdi 
nach der andern Seite hin verlängert, den Kegelschnitt schnei- 
den muss. Sei AM das latus rectum und werde von dem 
schon nachgewiesenen Schneidungspunkt awisdien CD und 
dem Kegelschnitt die Ordinate OF gezogen,, auf AB ein 
Punkt B bestimmt, so dass 4D* = AF» AB, mid in B den 
Ordinaten parallel die Linie BK gezogen, bis sie die gege< 
bene CD in C trifft, so wird behauptet, dass C der zweite 
Durelischuittspunkt der gegebenen Geraden CD mit der Pa- 
rabel ist. 
Es ist 

1) GF:BC = DF:BD, und da nach Annahme AFiAD 
^ADiAB auch dividendo DFiBD^ADiAB, also 

2) GF^ : BC^ = AD^ : AB^. 

Aus AF:AD^AD:AB ha,t mtüi ther AF : AB = AD^ : 
AB^, also 

3) GF^ iBC^ =AF:AB und folglich, da G auf der 
Parabel liegt, befindet sich auch C auf derselben, q. e. d. 

Eutocius sagt, dass in einigen Ausgaben der folgende 
Beweis des 27. Lehrsatzes gestanden habe, von dem mau 
leicht erkennt, dass er ein Mittel zur Constiiiction der 
Durchschnittspunkte einer Gera^^ mit einer Parabel an die 
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Hand giebt, während der rorige nur aas dem schön vorhan- 
denen ersten Dnrohschnxttspiinkt den »weiten finden lehrt 

Zweiter Beweis. Sei eine Parabel mit dem Durch- Fig. 27. 
raesser AB nnd der den Durchmesser sclmeidendeu Linie CD 
gegeben, so wird behauptet, dass CD verlängert den Kegel- 
schnitt an beiden Seiten schneide. Man ziehe in A den Or- 
dinaten parallel AE] ist nun CD parallel AE, so schneidet 
es nach §. li*^ den Kegelschnitt; ist es aber nicht parallel; 
so schneidet es AE in dann sei AM^ das latus rectum nach 
derselben Seite als AE gezogen; und auf der Terläogerten MA 
das Stack AF dergestalt abgeschnitten , dass AB^i^AED 
= AM: AF'j ferner ziehe man durch F die Parallele FG mit 
AB, welche DC in G schneidet, verlängere EA, bis es die 
Parallele in L trifft, und bestimme eine Parallele CB mit 
AE dergestalt; dass das durch dieselbe von dem Winkel EGL 
oder seinem Scheitelwinkel abgeschnittene Dreieck GCK 
gleich dem Viereck LADG ist, so wird behauptet, dass der 
Punkt C, in welchem diese Parallele die Gerade DC tri£Bfc; 
sich aof der Parabel befindet. Sei zuerst die Parallele durch 
den Scheitelwinkel von EOL gelegt, und schneide sie FG in 
K. Man vollende noch das Rechteck FABX. Nun ist: 

1) EA^ : A EAD = CB^ : /\ CBD, nnd da ^ CGK = 
LADG und EA^ ; ^ EAD = AMiAjb , auch ALKB « 
AFXB, 80 ist • 
• 2) CÖ2 : AFXB = AM :AF, also 

B) CB^^AM'AB, und folglich liegt der Punkt C auf 
der Parabel. 

Ebenso leicht ist es zu zeigen ; wenn die Parallele den 
.Winkelraom EGF selbst durchschneidet 

§. 28. Lehrsatz 28. Wenn eine gerade Linie den 
einen von zwei Gegenschnitten berührt, und durch einen in- 
nerhalb des andern angenommenen Punkt damit eine Paral- 
lele gezogen wird, so wird diese, gehörig verlängert, an bei- 
den Seiten mit dem Gegenschnitt zusammentreffen. 

Seien zwei Gegenschnitte mit den Scheiteln A und ^SyFif. «. 
und in dem einen; dessen Scheitel A ist; eine Tangente CD 
gegeben, und werde in dem andern ein Punkt B angenom- 
men xmä dnrcb denselben eine Parallele MF mit CD gezo- ' 

AyaUmtfos, Kegeltcbnitte. S 
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gen, so wild behatq^t, dasB EF «d beiden Seiten 'imi deUi 
Kegelsebnitt Buiammentreffe. 

Da bewiesen ist, dass CD, gehörig verlängert, den Durch- 
messer sclmeidet (s.§. 24.), EF parallel CD ist, wird auch 
ii/*^ denselben treffen; sei G der Schneidungspunkt, und werde 
in dem andern Schnitt All gleich GB genommen, durch H 
eine Parallele HK mit CD gezogen, bis sie den Kegekchnitt 
in iC trifln^ und von K die Ordinate KL gezogen.. Man aetee 
ünn QM = HL und zidie von M eine Parallele mit KL^ bia 
aie 1^ in schneidet Da nun /\ KLH eongruent /\ NMG 
tst^ i9it^KL=^MN,xmAdALA*LB^MA*MBht,\\ep.^et 
Punkt N auf (1( 111 Kegelschnitt. Auf dieselbe Weise wird 
gezeigt, dass FE an der andern Seite den Kegelschnitt trifft. 

§. 29. Lehrsatz 29. Wenn in zwei (Tegensehnitten 
eine durch den Mittelpunkt gezogene gerade Linie dem einen 
Sdmitt begegnet, so -trifft sie auch den andern. 
Fig. ». , . Selen swei OegienBchnitte mit dem Dorolmiesaer AB bud' 
der durch das C^:übrum gehenden Geraden CD gegebeii, 
widebe den einen Sdmitt nut dem Scheitel in i> trifft^ se 
wird behauptet, daaa CD, gehörig verlängert, anoh den andern 
Schnitt treffe. 

Man ziehe von D die Ordinate DE, setze CF= CE und 
ziehe von F die Parallele FG mit DE, welche die verlängerte 
nC in G sclmeidet; da mm DE=FG und EA EB — FA^FH^ 
wird der Punkt O auf dem Kegelschnitt sich befinden. 

§.;8a. LebraatA 30. Wenn in zwei GegeUsohnitten 
oder in einer Ellipse eine gerade Linie durch den Mittelpunkt 
gezogen' witd, HBd, .Terlängert, an beiden Beitdn - dem Kegel- 
schnitt begegnet, so wird sie im Mittelpunkt halbirt werden. 
Fig.t9a.3o. Wenn alles wie im vorigen Satz eingerichtet ist, so folgt 
aus der Congruenz der Dreicke CDE und CFG leicht, dass 
J)(Ji=sCQ.. Und aut . gleiche Weise wird e& auch für die 
Ellipse bewiesen, 

§. 31. I4ehraa4« Wenn im latus transTenninir einer 
. • Hyperbel ein- Punkt jenseiik des .Ifittelpunkts angenommen 
cmd Yon da' eine, gerade Linie gezogen wird, die deuKeg^ 
schnitt. trÜlt, so ^rd ihre VerlSugerohg 'ttber diesen Du|»l^ 
schnitt spunkt innerhalb der Hyperbel liegen. ' • i r 
Fig. 31. Sei eine Hyperbel mit dem Durchmesser AB gegebe^i. 
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und werde von dem Mittelpunkt C desselben eine Linie CD 
gezogen, die den Kegekchnitt in D trifft, so wird beliaiiptet, 
tdass die Verlämgemiig CD innerhalb des Kegelschnitts 

mt • • 

Sie fiAey iirenn mSgfieh, atuäeriialb und gei'JS ein>Pniikt 
in ihr. Man siehe von D die Ordinate DH und vom M & 
Parallele ^JS^, die den Kegekchnitt In F trifft, so ist 

1) EG^ : Dm >GA'GB: HA - HB, da aber 

EG:DH=CG:CH und GA - GB GC^ — CB^ , HA-HB 
iss ifC» — CB% mässte 

?) ai^:(m^ ^m^--'Cs^ :cm'---(m^ Mm, WIM 

unmöglich ist, däin wenn von Zähler nnd Nenner eines tin- 
8«hten Bruchs gleiche Stücke subtrahirt werden, so wird der- 
selbe grösser. Also kann die Verlängerung von CD nicht 
ausserhalb des Kegelschnitts fallen, und wenn deshalb jenseit 
des Mittelpunkts C ein Punkt angenommen und mit D ver- 
bunden wird; kann die Verlängerung dieser Geraden noch 
Weniger ausserhalb der Hyperbel Uegen. 

. .Zusat^* Aus dem schon Bewiesenen folgt, dass eine 
l'angeiate der Hyperbel den Durchmesser zwischen dem Schei- 
tel und dem Mittelpunkt schneiden muss. 

§. 32. Lehrsatz 32« Wenn durch den Scheitel eines 
Kegelschnitts eine Linie parallel den zugehörigen Ordinaten 
geao^pen .wir4y so berührt sie den Kegelschnitt und in den 
Baum zwischen d^ Kegelschnitt und dieser Geraden kann 
kane andere gerade Linie fallen. 

Sei zuerst eine Parabel mit dem Durchmesser AB ge-pig. 82. 
geben, und werde von dem Selieltel A eine den Ordinaten 
parallele Linie AC gezogen, so fällt AC nach §. 17. ausserhalb 
.de» Kegelschnitts. Es wird behauptet, dass in dem Kaum 
' fffrisqhen «Kf un/j. dem Kegelschnitt i von A aua kein« aweite 
Gkrade gezogen werden kann. TfeDfu.wUxe dßB md^^qh» so aei 
spletko G6K^;.u^d werde Yon dem beUebigeoot Funkte 
•D derselben den Ordmaten parallel DE gezogen, welche den 
Kegelschnitt Ml G schneidet. Ist nun AF das latus rectim^ 
&o wird ■ 

1) DE^ lAE^ > GE^ : AE^, und da GB^ ^A£*AF, 

2) DE?:AE^>AFiA£. . i 
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Man bostimine nun den Punkt H auf dem Durdunener 

ABf so dass 

3) DE'- :AE^ =AF:AII und ziehe von H 
den Ordinatcn parallel die Linie HK bis zum Durchschnitt K 
mit AD, 80 ist, da : AE^ = J£K* i AH^, wenn man dies 
in (3) einsetzt, 

4) :AH^ =AFi AH oder HK»^ AH' JF. 

also fiegt der Punkt K auf der Parabel und die Linie AK 
liegt innerhalb derselben gegen die Annabme. 
Fig.B8«.M. Sei zweitens der Schnitt eine Hyperbel oder Ellipse oder 
ein Kreis mit dem Durchmesser Aß, AF das latus rectum, 
und werde BF gezogen. Zielit man nun in A die Linie AC 
den Ordinaten parallel, so fällt dieselbe ausserhalb des Ke- 
gelschnitts nach §. 17. Es wird behauptet, dass in den Baum 
zwischen der Geraden AC und dem Kegelschnitt eine zw^te . 
Gerade nicht fallen könne. Denn wäre dies möglich^ so sei 
AD eine solche Gerade, und von einem beliebigen Punkte 
D derselben werde den Ordinaten parallel die Linie DE an 
den Durchmesser gezogen, welche den Kegelschnitt in G trifft. 
Li E ziehe man EM parallel mit AF, bis zum Durchschnitt 
[! iSi mit BF. Nun ist 

1) DE^iAE^ > GJ?^ : und da GE^ =A£ 'EM, 

2) DE^ : AE^ > EM iAE. Man verlängere 
daher EM bis zum Punkt so dass 

3) DE^ : AB^- = ENi AB, ziehe AN, welche 
BF in X schneidet^ ziehe von X die Linie XH parallel mit 
AF bis zum Durchmesser und von H den Ordinaten parallel 
HK bis zum Durchsclmitt K mit der Geraden AD] da nun 
DE'- : AE^ = KH^ : AH^ \md EN : AE = HX : AH , so giebt 
dies in (3) eingesetzt: 

4) Km : Am =HX:AH oder Km = AH- HX-, also 
liegt der Punkt K auf dem Kegelschnitt und die Gerade AK 
innerhalb desselben gegen die Annahme. 

§. 33. Lehrsats 33. Wenn von einem Punkt einer Pa- 
rabel an einen Durchmesser eine Ordinate gezogen, und dieser 
Durchmesser über seinen Scheitel um ein ebenso grosses 
Stück, als zwischen dem Scheitel und der Ordinate liegt, ver- 
längert wird, so ist die Verbindungslinie des so erhaltenen 
Punktes mit dem Parabelpunkt eine Tangente. 

V 
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Sei eine Parabel mit dem Durchmesser AB gegeben, Fig. S5. 
mid von einem beHeVigen Punkt C derselben die Ordinate CD 
gezogen, und DA um sich selbst verlängert bis zum Punkte 
Ej so wird behauptet, dass EC eine Tangente sei. Wäre 
sie es nicht, so müsste entweder ihre Verlängerung CF inner- 
halb fallen, oder zwischen E imd C ein Schneidmigspunkt 
statt finden. 

Fiele also erstens die Verlftngenmg yon EC innerhalb, 
w Bti F em Pimkt derselben and werde von F den Ordina- 
ten parallel die Grerade FB bis zum Dnrchmtaer gezogen, 
welche die Parabel in G trifft. Dann ist 

1) GB^ : CD^>FB^ :CD^ und daiTÖ^; CD* =BE' :DE* 
und GB^ ; CD^ = BA : DA, ist auch 

2) BA :DA:> BE^ : 7)7?«, oder wenn man 
das erste Verhältniss mit 4 sAE erweitert: 

S) ABA'AEx4^DA'AE>^BE^,DE^,^9h&tDE^^ 
ADA'AE, mttsste 4tBA>AE>^BE^ sein, was unmöglich ist, 
i& 4AD(AD + DB^<:(2AD + DBy ist^>»Av- JfA^ 

Läge Bweitens zwischen E vaiA C ein Sehneidongspunkt 
H mit der Parabel, so ziehe man die Ordinate HK, dann 
müsste, da CD^ : HIP = DE^ : KE^ und aucli CD^ : HK^ = 
DA '.KAj Aho' DE^ :KE^ = DA : KA, oder wenn man das 
zweite Verhältniss mit 4 AE erweitert: DE^ :KE^ = 4 AE DA: 
^AE'Kä, und dsLDE^=4AE DA, müsste auch ÄB*^ 4. >f/?. 
KA sein, was immöglich ist, da A nicht die Mitte von KE ist 

Anm. Bt M aiurigmis kifllit, ^eMm B«web ^ bidirekt« Fom.ifi mh- 
in«», welche io der Thak nur schdikbAr it^ da es daiMf «nkommt, dirdct m 
beweiten, dass FS <; GB ist. Pies that Vivianl in seiner DiTin. in quin* 
tum Äpellonii. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn auf einer Hyperbel oder 
Ellipse oder einem Kreisumiang ein Punkt angenommen und 
von ihm eine Ordinate gezogen wird, und wenn auf dem 
Dnrdmiesser zu den beiden Endpunkten des latus transver- 
smn nnd dem durch die Ordinate erhaltenen Punkt der letz- 
terem zugeordnete vierte harmonische Punkt genommen wird, 
so ist die Verbindungslinie ^eses Punktes mit dem snierst 
auf dem Kegd schnitt angenommenen eine Tangente. 

Sei eine Hyperbel oder eine P^llipse oder ein Kreisum- Fig.36u.37. 
fang mit dem Durchmesser AB gegeben, und auf dem Kegel- 



Digitized by Google 



— 38 — 



sdmitt ein Punkt C ron C £• Ordinate 

CD getogtMp und anf jIB eni Puokt B ao beiiimmty daaa 
AB : BE AD : BD iat^ ao wird behauptet; dasa die Gmh 

CE den Kegelschnitt berllhre. 

Wird also von einem andern Punkt F der Geraden EC 
die Linie FG panillel den Ordinaten nacli dem Durchmesser 
hin gezogen, welche den Kegelschnitt in H schnaidety so iat 
an beweisen ; 

FG:>ua. 

Hau siehe von A und B die Linien AL^BK parallel mit 
ECj und die Geride OQt, bis «le die Parallelen in O^M 

trifft, so ^vie CB, bis sie AL in X schneidet, verlängere CD, 
bis sie AL in A^, BM in K schneidet. Da nun AD : BD = 
: BK, AE :BE= CX : CB = XN : BK, nach Annahme aber 
AD:BD=AE:BE, i»t AN:BK=^ XN: BK und also AN^ NX. 

Miihin ist AN-NX^AO-OX oder 4^ > ^ oder, da tv = 

Nun ist aber wegen Aelmlichkeit der Dreiecke CDMf 
NDA und KDB 

NA'BK.CE^ ^AD'BDiDB^ 
und wegen Aebnlichkeit der Dreiecke CGE, OGA und MGB 
OA'BMiC^^^AG'BGiGM*, tlBO 
AD'BDtDm>AG'BG:GE^, 
oder, da DB^ : GE^ = DC^ : GT?^, ist AD - BD : DC^ > 
. BG : GF^j da aber AD - BD : DO = • BG : HG^, ist 
AG . : iJG« ^AG'BG: GF^-, und also FG > //G, und F 
ausserhalb des Kegelschnitts, was zu beweisen war. 

ng. 8B. Anderer Beweis. Seien xvm Punkte Ofi in einer 
begrenzten Greraden AB, angenommen, so dasa DA <Z DB 
und GB > > DA, von ihnen Parallelen Gff^ DC gezO' 

gen, und in der verlängerten BA ein Punkt E bestimmt, 
so dass 1) GJl^ : GA • GB = CD^ : DA ■ DB und 2) AE .BE 
= AD : BDj und die Gerade EC gezogen, welche GH in F 
triiit, so wird behauptet, GF:> GH. 

Bew. Da Gi?*» : C2)> s G^» :i>£=^ und 

G miCD^^AG BGiAD^BD, b leibt zu aeigen 
'GM^\DE^>AG'BGiAD'BD. IS^vaiv^,, wenn 
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MD . ME-^MD^ ^jm -DS^ vaad, AG * BG » MA*^MQh 
S0t$t n^n '4iiei ein, vertniwohi die bmwea Glieder md. bebt 
m%. J>Bf $Q jerbfill; mn: 

. jtf^2 _ 3fG2 > DE: MD, oder com- 
ponendo Gi;2 MG^ : G£2 . j)E. 

Nun ;st GjB2 _ iV/G2 = ME (GE — MG) und iJO^ — 
MD 'ME, also eingesetzt und mit iliE gehoben GE--MG -{^ 
MD\<j^M^>il,: DE oder G^4- GDiGE:>GM: GE—GD, 
WM ^)rieia«24«t -Mil^ ist bf^iv^eaea, d»s8 GB* ; DM^ > t 
BQiÄP'BD nod «liHt »«eh» das» GF> GH, ! 

§. 35. Lehroftte 35. Wenn eine gerade Linie eine Pa» 

rabel berührt und bis zn ihrem Durchschnittspunkt mit einem 
Durchmesser derselben verlängert wird, so wird die vom Be- 
rührungspunkt au den DurchmeRser gezogene Ordinate auf 
diesem vom ^cheitpl an gerechnet ein ebenso grosses Ötück 
fibschneidenj ak das zwischen dem Scheitel und dem Durcbr 
sdhnitlBppnkt jmi ^er Tangente befindlich^ und in den Baum 
«wiscfam .d^. Tangente und dein ICegeUchnit^ kaqn. vom Ber 
rlibnqpg^unkt'aiia keine zweite Gerade .geeogen werden. 

' Sei eine Pmbel mit dem Durebinesser AB g^ebenin^w. 
auf üir ein Punkt C angenommen und in diesem eine Tan- 
gente CA und die Ordinate CB gezogen; ist nun G der 
Scheitel; so wird bcliauptet, dass AG = GB ist. 

•.Wäre AG nicht gleich GB, so sei GE =i AG und in E 
die Ordinate EF gezogen, dann wird die gerade Linie AF 
ien E^egelscbnitt in F berühren nacb §• 33. und also verilMV 
g^.Wt .^ xuMmmen traiFen mitosen, abo hfttten die gemr 
dfn Limen AC npd AF mei yemclnedene Sebneidnngspunkte, 
fW^t nnp|ög%k ^bU AIbo ist AG nicht ungleich GB, Ferner 
wird behauptet, dass in den Baum zwischen CA und dem 
Kegelschnitt keine andere gerade Linie von (' aus gezogen 
werden kann. Denn wäre CD eine solche Gerade, so setze 
man GE = GD, ziehe in E die Ordinate EF, dann wird die 
^Gerade DF^.^^ Kegelschnitt in F berüliron, also ihre Ver- 
längerung «^Bserh^lb de^ Kegelschnitts liegen, und deshalb 
.mi^t jpC. i^u^ammentreffen fnüssen, also hätten die beiden Ger 
.r§^bn 'BJ^fiC zwei verschiedene Schneidungspnn|ctey was uur 
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möglich ist, mithin ftllt tn. den Baum Ewiichoii AC und dem 
Kegelschnitt keine andere gerade Linie. 

§. 96. Lehraais 36. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 

perbel; Ellipse oder einen Kreisumfang berührt, und den ver- 
länp^erten Querdurchmesser schneidet, und wenn vom Be- 
rührungpunkt an denselben Durchmesser eine Ordinate ge- 
zogen wird, 80 verhalten sich auf diesem die beiden Stücke 
Ton den Scheiteln des Kegelschnitts bis zum Durchschnitts- 
pnnkt der Tangente ebenso wie die beiden Stücke vom Fuss* 
pnnkt der OrcÜnate bis an den Scheiteln in dersdben Ord- 
nung genommen; und in den Banm swischen der Tangente 
und dem Kegelschnitt kann vom Berührungspunkt aus keine 
andere Gerade gezogen werden. 
Fig.40u.4i. Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder der Umfang 
eines Kreises mit dem Durchmesser AB gegeben, und im 
Punkte C derselben die Tangente CD und die Ordinate CE 
geaogen, so wird behauptet, dass AJ) : BD = AE : BE. Denn 
wSre das nicht der Fall, so sei AD : BD s= AG : BG und in 
O die Ordinate GF gezogen, dann würde DF d«i Kegel- 
schnitt in berühren nach §. 34 und deshalb TwlSngert mit 
DC zusammentreffen müssen, also hstten zwei gerade Linien 
zwei verschiedene Durchschnittspunkte , was unmöglich ist. 
Ferner wird beliauptet, dass in den Raum zwischen dem Ke- 
gelschnitt und der Tangente CD von C aus keine andere ge- 
rade Linie gezogen werden könne. Denn wäre z. B. CH eine 
solche, so nehme man den Punkt G dergestalt, dass AGiBG 
= AH : BH^ und siehe in G die Ordinate' GF, dann würde 
HF nach §. 34. den Kegelschnitt in berühren und also, ver- 
längert, mit HC zusammentreffen müssen, also hfttten die bei- 
den Geraden HCjHF zwei verschiedene Durchschnittspunktc, 
was unmöglich ist. Mithin lässt sich von C in den Kaum 
zwischen dem Kegelschnitt und der Tangente CD keine an- 
dere gerade Linie ziehen. 

§. 37. Lehrsatz 37. Wenn eine Tangente an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreisumfang mit einem Durch- 
messer zusammentrifft, und von dem Berührungspunkte aus 
an diesen die Ordmate gezogen wird, so ut das Bechteck 
aus den beiden Abschnitten des Durchmessers vom Mittel- 
pujikt des Kegelschnitts bis zu den Durohschnittspunkten der 
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Tangente und Ordinate gleich dem Quadrat des halben latm 
tranavennim. Das Rechteck aber ans dem Abschnitt swi- 

schen Mittelpunkt und Ordinate und dem zwischen Ordinate 
und Tangente hat zum Quadrat der Ordinate dasselbe Ver- 
hältniss als das latus transversum zum latus rectum. 

Ist eine Hyperbel; Ellipse oder ein Kreisumtang mit demfig-isn'tf* 
latOB transyersnm AB und dem Oentrum F gegeben^ und Ton 
einem Punkt D derselben die Ordinate CE und die Tangente 
CD gesogen, so wird behauptet: 

1) FB^^FD'FB, ^'^1' V 

2) FE ED^AE^ BE. (siehe,§. 12. u. 13.) - &l ^- ^ 
Es verhält sich nach §. 36: ^ ^ 

1) AD X BD = AB : BE, woraus bei der Hy- 
perbel durch Addition der Glieder eines Verhällaiisses, bei der 
EUipse und dem Kreis durch Subtraction: 

2) AB:BD = AEitBE:BE, und wenn man 
Ton den Yordergliedem die Hälften nimmt: 

3) FB :BD = FE : BE, woraus bei der Hy- 
perbel durch Subtraction, bei Ellipse und Kreis durch Addi- 
tion der Gheder eines Verliältnisses : 

4) FDiFB^FB : FE oder FB^ = FD • FE. 

Addirt man in (3) die correspondirenden Glieder hei 
der Hyperbel oder subtrabirt sie bei Ellipse und Kreis ^ so 
erhalt man: 

AE:FEs=zDEiBE oder FE'DE^AE*BK 

Anm. des Uebers. Diese Sätze dnd jetat als ElementaraätM in der 
Lehn toh den hanDonisdien Punkteii lihveicbend bekannt. 

Anm. des Entoc Ans diesen letzten Sitnn eiliellt, wie man roa 
dnem Punkt auf dem Dnrehmetser eines Kegelschnitts oder im Scheitel selbet 
eine Tangente an denselben neben Icann. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn an eine Hyperbel, Ellipse 
oder einen Kreisumtang eine Tangente, die mit dem zweiten . . 
Durchmesser zusammentrifft, und vom Berührungspunkt nach 
diesem Durchmesser hin eine Parallele mit dem ersten Durch- 
meiser gesogen wird, so ist das Eechteck aus den beiden 
Abe^nitten auf dem zweiten Durchmesser yom Mittel^nkt 
des Kegelschnitts an bis zu der erwithnten Parallele und bis 
zu der Tangente, gleich dem Quadrat des halben zweiten 
.Durchmessers j das Eechteck aber aus den beiden Abschnitten 
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d«m Ifittalpmikt and jener ParaUete und «rieeluni' 
diaaer Farattole wd der Tangente veriddi flidi au dem Qu»* 
drat der Parallelan wie das lataa rectam mm laAw träne» 

vergnm. 

Flg. 44 u. 45. 8t'i eine Hyperbel oder Ellipse oder ein Kreisumfang 
mit dem Durclimesser AGB und dem zweiten Durdnnesser 
CGD und eine Tangente ELF, die in £ berührt , in L den 
ersten > in F den zweiten Dur<^mie8ser sebneidet, gegebe n^ 
und von E parallel dem erstan Durehmesser die lanie Mff 
bis cum «weiten DurchmesjMor geaogeDi so wird, wenn r das 
lajkos rectum bedeutet^ behauptet: 

1) GC» = GR* GH, 

2) GH'HFiEm = r:AB. 

Beweis. Zieht man noch von E die Ordinate EM^ 
so ist 

1) EM^ : GM*LM=r :AB nach §. 37. 
Aber da nach Nr. 4. der zweiten Reihe von Erklär, r : CD = 
CD: AB, so hat mm[r:AB=zCJ)^ iJBK^CG^:AG^\ und 
ersetst man nun noch das in dem ersten Theile von 1. eni- 
haltene Verhfiltniss EM: LM durch das gleiche Verhftltniss 
GFiGL, und schreibt statt des Übrigen EM, HG, so erhält man 

2) HG . GF: GM - GL = CG^ : AG' ; da aber nach §. 37. 
GM ' GL = AG', ist auch JJG • GF =^ CG^-, q. e. d. 

Ersetzt man aber in 1. das \'erli;iltniss EM : LM durch 

das gleiche HF : Iü£, sclireibt statt des übrigen EM das 

gleiche HG und statt GM, HE, so hat man 

HF*HG:HE^:=r:AB, q.e.d. 

Aam. 1* Hinwia aaigt man lefoht, dua dio Eadpunkt» dm sweiten 
DttrahiDMMrs, d«r FaaspaDkt d«r TIaiigeote and der vom Berfibriuisspmilc^t «w , 
auf denadben i;eMgeiien Ordinate hannonisohe Fnnkto amd« 

Anm. 2. Aas dem Gesagten erhellt, dnss die Linie KF den Kegd* 
acbtiitt berührt, wenn entweder das Uechtcck YG • (/// gleich dem Quadrat 
von GC oder wenn das Rechteck FIf • HO /u dem Quadrat ton HE sich 
wie das latus rectum /um laUu traosversom rerbÄlt, weletie« btidee lodiMltt 
leicht gezeigt werden kann. ' 

§. 39. Lehrsato 39. WoDn eine Tangente an einer 
Hy|>erbel, KUipse oder einem Kreisum£sng den Durohmessfr 
ecbneideti und Tom Berührungspunkt eine Ordinate gef ogcn 
wird^ so hsA ^ dnem jeden der beidein Absehnitt^ 46b Dure)^ 
messers; die zwischen der Ordinate und dem Ifitte^imikt 4m * 
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SebtaitiB !^ imd swisches der Ordinate und Tangente li^gc«; 
die Ordmate* ein VerhUltniM; dag mammcngesetst ist ans 

dem Verhältnißs des andern jener beiden Abschnitte znr Or* 
dinate und dem des latus rectum zum latus transversum. 
'' Der Apollonische Beweis ist folgender: 

Sei AB das latus transversum eines Kegelschnitts mitFig.i2u.43, 
dem. Centram und im Punkte C desselben die Ordinate 

80 wie die Tangente CD gezogen^ und aei G eine Linie 
iroiL dar Betdiaffiuiheit, da88^A«£D'^ (29* G od^ GxFB 
a9iSZ>:€fir!iBi9 so bat miui) da C^^p^-W^ aiso aneH 
CS>^C£*G, also Cß:G = r:il8, 
{;.' 1).. :. CBiG^rxABy 
• 3) ' G:FE=^ED'.CE, 

.w,or£(lis durch Zusammensetzung die Behauptung sich orgicbt. 

Die Richtigkeit des Satses erhellt ührigens unmittelbar f^^. 
HUp §• 37., da hiernach das Quadrat der Ordinate zum Ixecht- -i'^, Cc^ 

.ans den erwähnten beiden Abschnitten sieh wie das iatns , 
H^filam fOBi latus trausvmiim. veiilildty indem man um mmal q 
die Ordinate aus dem ersten Glied in's Yierttf und einisn der-:^ ' - 
beiden Abschnitte aus 4em -zweiten Glied in's dritte, rttckt, , . 
wodurch die Hichtigkeit der Proportion nicht leidet. 6 

§. 40. Lehrsatz 40. Wenn eine T.iugcntc an einer 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreisunit'ang den zweiten ^ 
Durchmesser schneidet und vom Berührungspunkt an diesen 
Diu*chmesser eine Parallele mit dem andeni Durehmesser ge- 
zogen wird, so wird einer der beiden Abschnitte auf dem 
zwlüt^ Durchmesser, die zwischen dem der Parallelen und 
dem Mittelpunkt dös Schnitts und zwischen derselben und 
der Tangente liegen, au der Parallelen' ein Verhültniss ha- 
ben, das zusammengesetzt ist aus dem Verbältniss de|) jedes- 
maligen andern Abschnitts zur Parallelen und dem des latus 
transversum zum latus rectum. 

Die liichtigkeit des Satzes erhellt auf dieselbe Weise 
aas '§• 38. als die des vorigen aus §. 37. 

-{^41. Lehrsatz 41. Wenn in einer Hjperbel oder 
Ellipse oder einem Kreisumfang eine Ordinate gezogen wird 
und 11lber:!der Ordinate und dem Halbmess^ gleichwinklige 
Parallelogramme beschrieben werden , und die Ordinate zu 
der andern Seite des über ihr beschriebenen Parallelogramms 
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ein Verhältniss hat^ das rasammengesetzt ist aus dem Ver- 
httltniM des HalbmesMffs sn der andern Sehe des Uber ihm 
beschriebenen Parallelogramms und dem des latus reotmn 
Bum latus transTersom, und wenn noch ein Paranelogramm 
über dem Abschnitt des Durchmessers vom Mittelpunkt bis 
Äur Ordinate, älmlicli dem über dem Halbmesser bcHiHllicheii, 
construirt wird, ho ist bei der Hyperbel das ül)er dem Halb- 
messer befindliche Parallelogramm gleich dem Unterschied 
zwischen dem zuletzt erhaltenen und dem über der Ordinate, 
bei Ellipse Und Kreis aber gleich der Summe dieser selben 
Parallelogramme. 

Fis.46tt.47. eine Hyperbel mit dem latus transrersum ABy dem 

Mittelpunkt E gegeben, von einem beliebigen Punkt C der- 
selben die Ordinate CD gezogen und über EA ein IK-Hebiges 
Parallelogramm EAIF, über CD aber damit ein gleichwink- 
liges CDKG construirt, so dass: CD: CG = EA - r : EF- AB, 
wo r das latus rectum bedeutet; so wird behauptet, dass, 
wenn über jED ein mit AEFJ «hnliKshes Parallelogramm DELM 
geseichnet wird: 

AEFI = DELM — CDKG, 

Beweis. Nach §. 21. ist CD^ : DA - DB oder CD^ : 
DE"^ — EA"^ ^riAB; ersetzt man nun in der Voraussetzung ' 
das Verhältniss r : AB durch das gleiche CD^ : DE^ — EA^, 
80 erhält man 

CD.CG— CD^ ' EA : (DB^ — • EF, 

oder wenn man das Produkt der Innern gleich dem Produkt 
der äussern Glieder setzt und mit CD ' EA dividirt: 

CG'CD^^-.DE^'-EF'EA 

EF 

und setst man endlich statt -ß^'^^ ^ gleiche EL, so er^ 

hält man 

CG'CD = EL'ED — EF'EA, 
welches, da sich die Inhalte gleichwinkliger Parallelogramme, 
wie die Kechtecke aus ihren anstossenden Seiten verhalten, 
mit der Behauptung gleichbedeutend ist 

Auf gaoa gleiche Weise erhält man bei gehöriger Aen- 
derung der Zeichen bei der Ellipse 

CG ' CD =^ EF' EA-- EL ' ED. 



Digitized by Google 



f 

§. 42. Lehrsats 42. Wenn eine Tangente einer Pa- 
rabel den Durchmesser schneidet und vom Berührungspunkt 
eine Ordinate gezogen wird, von einem beliebigen Punkt des 
Kegelschnitts aber an den Durchmesser zwei Linien gezogen 
werden, von denen die eine der Tangente, die andere der 
Ordinate parallel ist, so ist das durch diese beide Linien 
entstandene Dreieck gleich dem Parallelogramm swisciien der 
Ordinate imd dem Abschnitt des Durchmessers vom Scheitel 
bis zu der mit der Ordinate gezogenen Parallelen. 

Sei eine Parabel mit dem Scheitel B und dem Durch- Fig. m. 
messer AB gegeben und in dem Pimkt C derselben eine 
Tangente CA bis an den Durclimesser und die Ordinate CH 
gezogen, und werde ferner von einem beliebigen Punkt D 
der Parabel bis an den Durchmesser hin die Linie DF || CH, 
und DE II CA gezogen, so ist, wenn man noch das Paralle- 
logramm CHB bis sam Punkt G vollendet ^ und d^ Durch- 
sdmitfespunkt von DF mit OC I nennt: 

Beweis. /\DFB : ^CHA ^ DF» : Cm BF: BH, ' 
da aber HB = BA, ist /\ CHA = O CGBH, also A ^^^'^ .* 
O CGBH = BF : BH, aber auch Q ^^^^ - O CGBH = BF : 
BH, und also O IGBF= A ^FJ^- 

§. 43. iiehrsatz 43. Wenn eine Taugente an einer 
Hyperbel y einer Ellipse oder einem Kreisum&ng mit dem 
Durchmesser znsammentrifBb, vom Berührungspunkt an den 
Durchmesser eine Ordinate ; und hiermit eine Parallele vom 
Sdieitel aus gezogen wird, bis sie die Verbindungslinie des 
Berührungspunktes mit dem Mttelpunkt schneidet; wenn fer- 
ner von einem beliebigen Punkt des Kegelschnitts nach dem 
Durchmesser hin zwei Linien gezogen werden, von denen die 
eine der Tangente, die andere der Ordinate parallel ist, so 
ist das durch diese beide Linien und den Durchmesser be- 
grSnzte Dreieck bei der H^^erbel gleich dem Dreieck , das 
von der suletzt genannten Parallelen^ dem Durchmesser und 
der Linie vom Mittelpunkt nach dem Berührungspunkt ge- 
.bildet wird, vermindert um ein diesem Shnliches über dem 
Halbmesser beschriebenes Dreieck; bei der Ellipse und dem 
Kreis aber gleich demselben Unterschied mit verwechseltem 
MinueuduB und äubtrahendus. 
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Tif.40a.5o. Sei eine Hyperbel oder «ne Ellipse oder: ein Kreisnm- 
folig mit dorn JParehmoMer AB mid dem Oealntiii C gege»- 
hm, in eitidm Ponkt B dea Schnitts die Tangenlo BB, 
die Ordinate EF, so wie im Scheitel J9 die Imne BL paral- 
lel JSF gezogen ; l»t tie dei* Verbindtmgslinie CE in L be- 
gegnet; werden ferner von einem beliebigen Punkte G de« 
Kcgelselmltts an den DurelniK-.s.ser liin GH \\ ED und GK \\ 
EF gezogen, letztere aber nöthigentalls bis zu ihrem Lhircfar 
schnitt M mit CE verlängert^ so wird behauptet: 

A GKH = BKML. 

Bew, Kach §. 3a ist das VerhültDisa BFi FD mtmxa&ar 
geaetfft ans dem Verhältnias CFi FE ubd dem Veiliiatiiifls des 
iatas rectum anm latus tl^ansyersvm, da nmi EFiFDvb^QK: 
iW und CF:FEt=CB:LBy so ist da« Verhältniss GK: KH 
zusaninicngc soLzt aus dem Vcrliältniss CB : LB und dem Ver- 
hältuiss des latus rectum zum latus transversum, weshalb, da 
auch GKH luid /_ CKM gleich sind oder sich zu 2 Rech- 
ten ergänzen, nach §, 41. dae doppelte Dreieck GKH bei der 
Hj^perbel gleich dem doppelten Dreieck CKM, Termindsrt um 
das doppelte Dreieck CBL, und also auch QKHsa^lSMK ist; 
bei. der BäHpse findet Aehnliohes Statt 

Anderer Beweis: 

1) /\,CDE:/\CEF—CD:CF, 

2) A CLB : A CEF=^ CB^ : CF^ , da nun na<A §. 37. 
CD : CB = CB : CF, ist CD : CF= CB'- : CF^, und also • 

3) A = A welches von A abgezogen, 
bei der Hyperbel (yror^ letzteres abgeaogen bei der £llipse) 
öTgiAts 

. . 4) ^BDFtmBFBL: Kjm ist 

^) ^KGH:AMFD^£G^iBF^=:xKB'KdiFB^Fä \ 
s^KO^-^BC* iFC^^BC^. Dt^ 9\m FC* : KV^iBC^:;=i: 

^ EFC : A ' A ^^^^ ist auch 

6) KC^ — J5C2 : FC^- — CB^ = /\ MKC — ^LBC ; 
l^EFC— /\LBC— MliBLiEFBL, also r 

1) ^KGH:/\EFD= MKBLiEFM,, und also, da 
nach {4.) /^MFD=:=^EFBL, auch ... 

S) ^KGH^MKBlä. 

• . ■ AttSB. Hie QleithlMit der Meeke CßL mid CDS irt beaondeia' «ti 
melken, welche fibrigena erst in LU>. III.'f. L ifln. J^pfdlflUoe bevrieaen. riit^ 
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i §1- 44« LtkniaiB 44. - Wenn '«ine Tangtaie an elndbn 
-vva 'tmki €^g«iiBciuiitften den DvrolimeBfler sehneidet und 

im Berührungspunkt eine Ordinate gezogen wird, wenn fer- 
ner damit von dem Scheitel des andern Gegenschnitts eine 
Parallele gezogen wird, welche mit der Verbindungslinie des 
Mittelpunkts und des Berührungspunktes zusammentrifit; und 
wenn endlich von einem beliebigen Pnnkt des Kegelschnitte 
an den DorchmeBser Iiinien gezogen werden, dereh eine 
der Tangente, die andere der Ordmafte parallel ist, so ist das 
dnroJi diese beiden Linien nnd den Durchmesse foegrälistto 
Dreieck gleich dem von den znletat gezogen«! Parallelen, 
dein Durchmesser und der Linie vom Mittelpunkt nach dem 
Berührungspunkt begriinzten Di*eieck, Teriniiidert um ein die- 
sem ähnliches Dreieck über dem Halbmesser des Schnitts. 

^ - Seien zwei Gegenschnitte AF und BE mit dem Dui'ch-Fig. 5i. 
messer AB und dem Mittclpunlvt C gegeben, und von einem 
Punkt in dem Schnitt FA die Ordinate FO und die Tan- 
gente .TO« bis an den Durchmesser gezogen, dann die V^in- 
dnngelinie FC verlängert, bis sie dem Gegenschnitt in E be- 
gegnet, durch den Seheitel B werde die Linie SL parallel FO 
bis zum Durchschnitt mit FE, und von dinem beliebigen Punkt 
N des Gegenschnitts BE die Linie NK \\ FG und NH \\ FO, 
erstere bis an den Durchmesser, letztere nüthigentalls verlängert 
bia jBum Durchschnitt M mit FE, gezogen, so wird behauptet: 

• • Zidii man noch r<m E die Ordinate EX, w eigiebt sich 
dM iBtohtigfeeä der Behauptraig aus dem Torigen Lehrsatr. 
•:.<•; »Ooi^ollair. Es fo^ hieraus leicht, dass zwei Tangenr 
ten, die «an den- Endpunkten dnes Durehnieieera zweier 

Gegenschnitte gezogen werden, parallel sind. 

.§. 45. Lehrsatz 45. Wenn von einem Punkt einer 
Hyperbel, Kllipse oder eines Kreises bis an den zweiten 
Durchmesser eine Tangente und eine Parallele mit dem er- 
sten Ddirchmesser, so. wie eine Linie nacli dem Mittel- 
]p<ilikt,' t und von einem beliebigen andern- Punkt des Ke- 
gekchnitts bis an den zweiten Durchmesser zwei Linien 
paralldl teit jenen cuerst erwähnten gezogen werden, so ist 
das von diesen letzteren «^nd dem «zweiten Durehmeseer ge- 
bildete Dreieck bei der Hyperbel gleich der Summe zweier 

« 
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Dreiecke^ deren enteres* die Tangente «ir Grundlinie und 
den Ifittelpnnkt znr Spitse hat, nnd deren anderes dnreh die 
Yom sweiten Punkt mit dem ersten Durchmesser gezogene . 
Parallele, den zweiten Durchmesser und die Linie vom Be- 

rühruiigspuukt nach dem Mittelpunkt gebildet wird, bei der 
Ellipse und dem Kreis gleich dem Unterschied derselben 
Dreiecke in gleicher Ordnung genommen. 
Fif.5f 11.53. Sei eine ^jtl^jpjerbel oder Ellipse ^der, der Umfang eines 
Kreises mit dem BarcWesser AH, deiii "^zweiten Durchmesser 
HDf abo dem Mittelpunkt Hy gegeben, und von einem be- 
liebigen Punkt C im Umfang die Tangente CL^ die den 
ersten Durchmesser in den zweiten in L trifft, die Pa- 
rallele CD mit dem ersten Durchmesser und die Linie CHy 
femer von einem beliebigen zweiten Punkt B des Umfangs 
die Linie BE\\ CL und BF\\ CD gezogen, bis letztere CH in 
G schneidet, so wird beliauptet, dasa 

hei der Hyperbel A = A + A GHFy 
bei Ellipse und Kreis A = A — A 

Man ziehe noch von C und B an den ersten Durch- 
messer die Ordinaten CK, BN und construire über AH das 
A AHX ähnlich mit /\ CDL, Nach §. 39. ist das Verhält- 
niss von CK: KM, d.h. DLiCDj zusammengesetzt aus dem 
Verhältnlss KH: CK und dem des latus rectum zum latus 
transversum, folglich wird nach §.41. das über der Ordinate 
CK construirte Parallelogramm CDHK bei der Hyperbel 
gleich dem über der Abscisse CD construirten, dessen Hälfte 
CDL ist, Termindert um ein dem letsteren ähnliches über . 
dem Halbmesser AH, bei Ellipse und Kreis gleich demselben 
Untersdiied in rerkehrter Ordnung sein, also auch 

1) A <^J>^ == A — A bei Hyperbel, 

2) A ^J^ti = A A l^ei Ellipse. 
Folglich in jedem Fall 

3) /\CLU= /\AUX, 
Nun ist zunächst für die Hyperbel 

4) ^CDH:^QFH=CK^ :BN^^HK»^HA^iHI^ 
— HA^, und da 

6) HA*:HN»:HK^ = /:^HAX:^FBE:/\DCL, 
6) /\CDH:/S OFH^ A^CL^/\ HAXi 

l^FBE-^/S^HAX, 
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da aber nach 1) /\CDH — /\DCL — /\HAX, ist auch 
7) A = /\ FBE — A ff^X, oder nach (3) : 

Bei der Ellipse sind nur die Zeichen in den Zeilen 4t, 
6, 7 umgekehrt 

§. 46. Lehnais 46. Wenn von einem Punkt einer 
Parabel eine Tangente und durch ihren BerOhrung^nnkt 
eine Parallele mit dem Durchmesser gezogen "wird; so halbirt * 
diese letztere alle der Tangente parallelen Sehnen. 

Sei eine Parabel mit dem Durchmesser ABD und im Fig. 64. 
Punkte C derselben die Tangente CA, so wie die Parallele 
CM mit AB gegeben; wird nun von einem beliebigen Punkt 
L der Parabel eine Sehne LF parallel mit CA gezogen, so 
wird behauptet^ dass diese durch CM in einem Punkt i\r hal- 
birt werde« 

Man siehe tob L, F und dem Scheitel B die Ordinaten 
LDy FG, BHj bis sie CM in den Punkten M, K, H schnei- 
den, verlängere noch LFj bis es in E den Durchmesser 

schneidet, so ist uacli §. 42. 

1) A = D BHMD, 

2) A ^^J^ = L7 ^^A'ö, also GFLD = £7 GKMD, 
folglich auch A KNF= A LMN und da diese auch ähnlich 
sind, LN= NF. q. e. d. 

§. 47. Lehrsatx 47. Wenn von einem Punkt einer ' 
Hyperbel, Ellipse oder eines Kreisnmfangs eine Tang^te 
und ein Badius gezogen wird^ so halbirt letzterer, nöthigen- 
faUs verlängert, alle der Tangente parallelen Sehnen. 

Sei eine Hyperbel oder eine Ellipse oder ein Kreisum-pig.öSau.b. 
fang mit dem Durchmesser AB, dem Scheitel B und dem 
Mittelpunkt C gegeben, und werde in einem beliebigen 
Punkt E des Umfangs eine Tangente ED bis an den Durch- 
messer und ein Radius EC, von einem andern beliebigen 
Punkt G des Umfangs aber eine mit ED parallele Sehne 
ON gesogen, so wird behauptet, dass GN von CE in einem 
Punkt O balburt wird. 

Man ziehe von G, N, B die Ordinaten GKj NF, BLj 
bis sie CE in den Punkten M, Xj L schneiden^ so ist nach 
§. 43. 

1) ^GHK^BLMK, 

ApolloaiuB, KcgoUcbnitte. 4 
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2) NPH = BLXF, also G\FK=KMXF, und folj-lich 
A GOM= A NOX, da aber diese Dreiecke auch ähnlich 
sind, ist GO = ON. q. e. d. 

§• 48. Lehrsatz 48. Wenn von einem Punkt im Um- 
fang eines yon zwei Gegenschnitten eine Tangente und ein 
Baditts gesogen werden^ so haibiit letzterer in seiner VerlSn- 
gerang alle im zraten G^egensdmitt parallel mit der Tan- 
gente gezogenen Sehnen. 
Fig. 56. Seien zwei Gegenschnitte mit dem Durchmesser AB, 
dem Mittelpunkt C gegeben, und im Punkte L des einen 
von ihnen die Tangente LK und der liadius LC gezoi^cm, so 
wird behauptet; dass die im andern Gegenschnitt parallel mit 
LK gezogene Sehne NG von der verlängerten LC in einem 
Punkt O halbirt wird. Man ziehe noch im Punkt E, wo die 
yerli&ngerte LC den zweiten Geg^schnitt trifft, die Tangente 
ED, so ist nach dem^ was in 44. am Schlnss gesagt ist, 
diese parallel mit LK, wodurch der Satz auf den Tiorigen 
zorück gebracht ist. 

§. 49. Lehrsatz 49. Wenn von einem beliebigen 
Punkt einer Parabel eine Tangente bis an einen Durchmes- 
ser und eine Parallele mit diesem, vom Scheitel aber den 
Ordinaten parallel eine Linie gezogen wird, und wenn, wie 
das Stück der Tangente zwischen dem Bertthnmg^nnkt und 
dieser letzten Parallelen; zu dem Stück der mit dem Durch- 
messer gezogenen Parallelen vom Berührungspunkt bis zu 
derselben Linie so eine neue Länge zur doppelten Tangente 
sich verhält, so ist das Quadrat einer von einem beliebigen 
Punkt der Parabel parallel mit der Tangente an die von 
ihrem Berührungspunkt ausgehende Parallele mit dem Durch- 
messer gezogene Linie gleicli dem Bechteck des auf dieser 
dadurch abgeschnittenen Stückes und jener erwähnten neuen 
Länge, d. h. es ist für den vom Bertkhrungspunkt ausgehen- 
den Durchmesser diese neue Länge das zugehörige latus 
rectum. 

Fig. 67. Sei eine Parabel mit dem Durchmesser CBM, dem 

Seheitel B gegeben , und werde im Punkte D derselben bis 
an den Durchmesser die Tangente DC, so wie die Parallele 
FDN mit dem Durchmesser, im Scheitel aber den Ordinaten 
parallel die Linie BEF gezogen, die die Tangente in E, die 
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Parallele ND in F schneidet; sei mm DF : DE =2 CD : X, .V ' >. v . i^^^^' 
so wird, weoii von einem beliebigen Punkt K der Parabel 
bis an DN bin eine Parallele KL ndtDC gezogeo vird, be- - 
hauptet: 

Maa stehe noch die OrdSnaten DG imd KM, weldle 
lotstere FD in N trifft, und yerlSngere KL bis an den Dtardi* 
mmser mm Punkt P. Nun ist 

1) ^KPM=^ O 

und, wenn in letzterem das Stück DFE durob das gleiche 
CBE ersetzt wird^ 

2) £^KPM^NDCM; 

gnbtrabirt man nun das gememscbaftliche NLPM, so bleibt 

3) ^KLN^LDCP. 

Wenn aber ein Dreieck und ein FaraUelogramm glei- 
chen Inhalt und einen gleichen Winkel haben , to ist das 
Rechteck der diesen einscbliessenden Seiten im Dreieck dop- 
pelt 80 gross als im Parallelogramm, also 
KL'LN=DL' 2DC und, da DFiDE = LN : KL = 2CDiX, 

KL'2DC=X'LN , 
also 

KL^=DL'X. q. e. d. 

§. 50. Lekraali 50. Wenn eine Tangrate an einet 
Hyperbel, Ellipse oder einem Kreise mit einem Durchmesser 
zusammentrifft, und vom Bertthrnngspunkt eine Linie nach 

dem Mittelpunkt; vora Scheitel aus aber eine Ordinate bis 
zu dieser Verbindungslinie gezogen wird, und wenn, wie das 
Stück der Tangente zwischen dem Berührungspunkt und die- 
ser Ordinate zu dem Stück der vom Mittelpunkt aus gezo- 
gnen Linie zwischen denselben Granzcn, so eine neue Länge 
sich zur doppelten Tangente verhält, so ist das Quadrat einer 
▼on einem beliebigen Funkt des Kegelsdmitts aus parallel 
der Tangente bis an die Verbindungslinie des Mittelpunkts 
mit dem Berührungspunkt gezogenen Linie gleich demBechteck 
aus der vorerwähnten neuen Länge und dem Stück des Halb- 
messers zwischen dieser Linie und dem Berührungspunkt bei 
der Hyperbel vermehrt um ein Kechteck von gleicher Breite, 
das ähnlich ist dem zwischen dem doppelten Halbmesser und der 
neuen Lfinge, bei der Ellipse um ein eben solches vermindert. 

4* 
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Tif.B6aa.b. Sei eiiic Hyperbel oder Ellipse oder der Umfang eines 
Kreises mit dem Durchmesser AB imd dem Mittelpunkt C 
gegeben ; und im Punkte E an den Durchmesser hin die 
Tangente ED gezogen, die Verbindungslinie EC aber über 
C hioMiB yerdoppelt mm Punkt K, und nöthigenfalie auch 
ttVer E yeriängert; Tom Scheitel B werde die Ordinate JSTO, 
in E lothrecht gegen EC die Linie EH, lo dass FEiEOa^ 
EH: 2 BD, femer die Verbindungslinie ttK gezogen. Nnn 
ziehe man von einem beliebigen Punkt L des Kegelschnitts 
eine Linie LMX parallel der Tangente, die CE in M, CD in 
X trifft, und von L auch die Ordinate LN, die CE in R 
schneidet; endlich ziehe man von M eine Parallele mit EH, 
Ins sie HK in P trifft, so wird behauptet: 

LM^^EM'MP. 
Gonstr. Man ziehe noch yoü. C mit HK die Parallele 
CO, die MP in O, EH in 8 schneidet 
Beweis. Nach §. 43. ist 
1) /\LNX=RNBG 
und wenn man in letzterem das /\ GEF durch das gleiche 
l \ i. f 1^^ ^^^^^^^ BED ersetzt, (dass diese Dreiecke gleich sind, ist 
» . ..n f ijj^^ bewiesen, folgt aber auch leicht au» dem Blsheri- 
ir^XJ^^^^ ißt ET die Ordinate in E, so ist CD : CB = CB . CT = 
' ' . .'i ' CG : Ofi und folglich BE parallel DG, also £^DFB = ^ GFE) 

I («^wV i^lff'oder wenn auf b^den Seiten NRMX weggelassen^ wird, 

' -«JvIJ • . und da diese einen Winkel gleich haben, ist: 
iV^ 4) LM'MR = EM'iED-\-MX]y 

lihl\htr, dsL FEiEG = LM:MR=zEH:2ED, oder was das- 
selbe ist, LM:MR=:ES : ED, ist 

5) LM'ED=^MR'ES, 
also durch Mnltiplication von 4^ und 5. 

6) LM2=EM'^[ED-\-MX]', 

da aber ES:ED = MO:MX, erhält man sogleich 

7) Lm=EM[E8 + M0], 

und da endlich ESzsSH^OP, L3i^ s= EM - MP. q. e. d. 

§. 51. Lehrsatz 51, Wenn an einem von zwei Ge* 

» 

genschnitten eine Tangente geEogoi wird, die den Dureh- 
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meeser schneidet; vom Berahrungspunkt nach dem Mittelpunkt 
dne gerade Linie gesogen und bis zum andern G^;en8clinitt 
yerlilngert wird, im Schdtel des ersten aber eine Ordinate 
gezogen wird, und wenn, wie das Stttck der Tangente iswi- 
seben dem Berttbnmgspimkt tmd dieser Ordinate zu dem 
Stück der vom Mittelpunkt her gezogenen Linie zwischen 
denselben Gränzen, so eine neue Länge sich zur doppelten 
Tangente verhält, so ist das Quadrat einer Linie, die im 
andern Gegenschnitt parallel der Tangente bis an die vom 
Bertthnmgspunkt durch den Mittelpunkt gehende Linie ge- 
sogen, wird, gleich dem Rechteck ans dem durch sie darauf 
abgeschnittenen Stück mid jener neuen LSngO; vermehrt um ein 
Bechteck von gleicher Breite, das ähnlich ist dem aus dieser 
neuen Länge und dem srwischen beiden Gcgenscbnitten lie- 
genden Stück der durch den Mittelpunkt gehenden Linie. 

Seien zwei Gegenschnitte mit dem Durchmesser AB, dem Fig. 5«. 
Mittelpunkt E und im Punkte C des einen die Tangente CD 
gegeben, werde ferner die Linie CE gezogen und bis an den 
andern Gegenschnitt zum Punkt F verlängert, und im Schei- 
tel B des mten der beiden Gegenschnitte die Linie BLQ 
den Ordinaten parallel gezogen, die C/) in CSE in G schnei- 
det, und sei CL:C6 = X:2 CD^ wo X eine neue Lünge ist, 
so ist klar, dass in dem Gegenschnitt BC das Quadrat einer 
von einem beliebigen Punkt des Schnitts an die verlängerte 
EC parallel mit CD gezogenen Linie gleich einem Rechteck 
aus X und dem durch eine solche Parallele auf EC gebildeten 
Abschnitt vermehrt um ein Rechteck von gleicher Breite 
Ähnlich den zwischen X und CF enthaltenen ist. Es wird 
nun behauptet, dass dasselbe auch im andern Gbgenschnitt 
AF statt findet 

Man räehe in F die Tangente FM und im Schdtel A 
den Ordinaten parallel AKN. Nun ist FM^ CD und FM^ 
CD und da auch EF=ECy also überhaupt die zu beiden Sei- 
ten von E liegenden geradlinigen Figuren congruent sind, ist 
also FK:FN=X:2FM, woraus die Behauptung erhellt. 

Durch diese Lehrsätze ist nun gezeigt, dass in der Pa- 1 
rabel eine jede Linie, die parallel mit dem aus der Erzeu- 
gung herrührenden Durchmesser gezogen wird, ein Durch- 
messer ist; in der Hyperbel aber, der Ellipse und den Ge- \ 
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genachnitten jede durch den Mittelpunkt gehende Linie ; dass 
ferner Air jeden Durchmesser die Quadrate der parallel mit 
der Tengente im Scheitel gezogenen Ordinaten bei der Far 

' rabel gleidi den daran liegenden Rechtecken [am Abedme 
und latns rectnm] sind, bei der Hyperbel und den Gegen- 
■chnitten gleich diesen Rechtecken vermehrt um eine gewisse 
Figur und bei der EIlipj?e vermindert um dieselbe Figur; 
endlich folgt hieraus, dass, was für die aus der Erzeugung 
herrührenden Durchmesser bewiesen ist, auch gelte für belie- 
bige andere Durchmesser. 

§. 52. Aufgebe 1. Wenn ein rechter Winkel , deieeii 
dner Schenkel eine gegeb^ie Länge hat imd dessen anderer 
Schenkel unbegri&nzt ist, gegeben ist, eine Parabel ni oon- 
stmirra, fOr welche der letztgenannte Schenkel ein Dnrdune«- 
ser, der erstgenannte das zugehörige latns rectnm ist und in 
welcher die zu diesem Durchmesser gehörigen Ordinaten einen 
gegebenen Winkel mit demselben bilden. 

Sei eine Ebene mit der Geraden AB imd dem festen 
Endpunkt A und ausserdem senkrecht darauf die Länge AD 
gegeben; man soll eine Parabel construiren, deren Durchmee« 
ser AB, S^eitel der Punkt A, und augehörigeB UIiib rectmn 
die LSnge AD ist, und zwar 

1. den FaU, dass der Ordinatenwinkel ein Rechter ist. 

Hg. 60». Construction. Verlängere BA um ein beliebiges 
Stück AE^ das grösser als der vierte Thcil von AD ist, suche 
zu AE und AD die mittlere Proportionale und construire 
in der lothrecht auf der gegebenen stehenden Ebene über 
AB ein Dreieck AEF, dessen Seite AF = AE, und EF gleich 
der erwähnten mittleren Proportionale ist (dieses Dreieck ist ' 
möglich, weil die Grundlinie EF = ^äE-AB < 2AE ist); 
ziehe Ton F dne Linie FK parallel und gleich mit AM, ziehe 
AKmA beschreibe darum als Durchmesser einen Krds, dessen 
Ebene lothrecht auf der Ebene des Dreiecks AEF steht, so 
ist der Durchschnitt desjenigen Kegels, dessen Spitze F und 
dessen Grundfläche der erwähnte Kreis ist, mit der gegebe- 
nen Ebene die verlangte Parabel. 

Beweis. Man lege durch einen beliebigen Punkt X des 
erhaltenen Durchschnitts eine Ebene parallel mit der des 
Kreises AK, die die yerlSngerten Linien FA,FK,EA in den 
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Punkten N, M,B und den Kegelschnitt zum zweiten Male in 
L trifft. 

Da nun erstens die Schnittebene XAL parallel mit der Sei- 
tenlinie FM des Kegels ist, muss der erhaltene Kegelschnitt eine 
Parabel »ein. Da sweitem die Ebenen NXM,2CBA lothrecbt 
auf der Ebene NFM stehen, nniBB auch ihr Dnrduchnitt XBL 
loihrecht anf BA und BN stehen; also ist B die lütte von 
XL nnd die Linie AB ein Durchmesser der Parabel^ der von 
den zugehörigen Ordinaten unter einem rechten Winkel ge- 
sclinitteu wird. Drittens ist zu zeigen, dass XB^ =^AB'AD ist. 

SetEt man aber in ^ anerst XB^ » NB • BM, dann « 

^ und BM = EFj so erhält man = welches nach 

Constroclion gleich AD ist. 

2; für den Fall, dass der Ordinatenwinkel kein Bechter, 
sondern der Winkel EAE ist. 

Constrnction. Mache AE gleich derHiÜfle von i^D, Fig. «ot». 

fälle von E auf AH das Loth EHy ziehe von H die Linie 
HL parallel EA, falle von A auf HL das Loth AL, halbire 
HL in Ä und suche zu KL,AL die dritte Proportionale KM, 
beschreibe dann wie in voriger Auflösung für die Gerade 
KL mit dem festen Endpunkt K als Durchmesser, die Länge 
EM aU latus rectum und den Ordinatenwinkel gleich einem 
Rechten eine Parabel, so ist das die verlangte. 

Beweis. Emchte in JT auf iZL das Loth iCG, dasein 
F, AE in G schneidet. Die Parabel geht nun erstens duroh 
den Punkt A, weil AL^ = KL • KM nach Constr. Zweitens ist 
AB ein Durchmesser derselben, weil AB parallel mit KL ist nach 
§. 46., ferner ist AH eine Tangente und also HAE der Ordi- 
natenwinkel nach §. 33. und §. 46. Drittens ist die Linie AD 
gleich dem zu dem Durchmesser AB gehörigen latus rectum; 
denn Inesse dasselbe so mttsste nach §. 49. AG:AF=s 
2ABiX, dAhlißc ^AGFix^ £:^AB^,iitAG:AF^Aff:AE, 
also Xss:2AB^ AD. q. e. d. 

§. 58. Aufgabe 2. Wenn zwei begiünste Gerade, die 
einen rechten Winkel bilden, gegeben sind und die erste 
über den Scheitelpunkt hinaus verlängert wird, in der Ebene 
der beiden Linien eine Hyperbel zu finden, so dass die ver- 
längerte Gerade ein Durchmesser^ die Spitze des rechten 
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Winkels der Scheitelpunkt, der Ordiiiatenwiukel ein gegebener 
Winkel und die ursprünglich gegebenen Geraden das latus 
transyerBiim und latus rectum sind. 

Seien AB und AC zwei gegebene begrünzte G^rade^ die 
bei A einen rechten Winkel bilden, man soll Uber der ver- 
längerten BA in der Ebene BAC eine Hyperbel constmiren, 
deren Scheitel A^ deren Durchmesser und zugleich latus trans* 
versura BA, und deren latus rectum AC ist, 

1. filr deu Fall, dass der Ordinatcnwinkel ein Rechter ist. 
Hg. 61. Construction. Construire in der auf der Ebene 

in der Linie BA lothi*echt stehenden Ebene einen Kreis, 
dessen' Sehne AB ist, und dessen auf AB senkrechter Durch- 
messer LE von AB in K so getheilt wird, dass nicht EKt 
KL > BA : AC, Nimm dann auf KL euien Punkt M an, so 
dass EKiKMtsrBAiAC ist, und errichte ui M auf LE ein 
Loth, das den Kreis in F trifft (es muss aber den Kreis 
treflfcn, da der Punkt M innerlialb des Kreises liegt), ziehe 
FAjBF und schneide auf der verlängerten BF das Stück 
FX=FA ab, so ist der Durchschnitt des Kegels, dessen 
Spitze F und dessen Grundfläche ein um AX als Durchmes- 
ser senkrecht gegen die Ebene AFB beschriebener Kreis ist, 
mit der Ebene BAC die veilangte Hyperbel 

Beweis. Zidie FE, das BA in N schneidet, und lege 
durch einen beliebigen Punkt 72 des erhaltenen Kegelschnitts 
eine Ebene parallel mit dem um AX beschriebenen Kreis, 
die die verlängerten Linien BA, FA, FX in den Punkten 2), 
H,G, den Kegelschnitt zum zweiten Mal in P schneidet. Der 
durch den Kegel in der Ebene BAC erzeugte Schnitt ist nun 
erstens eine Hyperbel, denn die Sclmittcbene wird von der 
Verlängerung der Seitenlinie FX des Kegels über den Scheitel 
desselben hinaus im Punkte B getroffen. Da zweitens die Ebe- 
nen GRH und RDB lothrecht auf der Ebene BAF stehen, muss 
ihre Durchschnittslime EDP lothrecht sowohl auf DG als 
auf DB stehen, mithin ist D die Mitte von RP, also BA ein 
Durchmesser der Hyperbel und der zugehörige Ordinatcnwin- 
kel ein Rechter. Drittens ist zu zeigen, dass AC das latus re- 
ctum ist, oder was dasselbe ist, dass RD^ :DA'DB=AC:BA 
Da in dem gleichschenkligen Dreieck GFH der Aussenwinkel 
an dw Spitze durch die Gerade FE halbirt wird, denn Bogen 
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BE=EA nach Construction, ist parallel mit GH, also 
/\ ADH cv ^ ANF und deshalb DH:AD=zFN: AN, femer 
/^GDBc»/\FNB und deshalb GD:BD = FN:BN, ako er- 
hält man, da noch RD^ ^ GD - i)J7und AN» J^ATc» FN^ EN 
ist: ÄD» tDA • VB = DH'DGiDA'DB=:FN* iBN-AN 
^ FN i NE =zMK'.KE=zAC\BA und also das latus 
rectum, q. e. d. 

2. FalL Angenommen der Ordinatenwinkel 8^ kein 
Bechter, sondern der Winkel BAH. 

Oonstraction. Halbire BA mD, beschreibe über ilDiif. «i. 
einen Halbkreis , ziehe parallel mit AH eine Linie GF zwi- 
schen die verlängerte BA und den Halbkreis, so dass GF^ : 
GA* GD ^ ACz AB (siehe Anmerkung), ziehe DF, die den 
Schenkel des gegebenen Winkels in H schneidet; nimm auf 
der Linie DF den Punkt so dass DZ 2 =DF'DIT, ver- 
längere LD um sich selbst zum Punkte K, errichte in F auf 
BF ein Loth FM, so dass AF^ = • FM^ ziehe Äitf , d^e 
das in L auf ÄL errichtete Loth in N trifft und construire 
endlich für die beiden begränzten Geraden KL^LN als latus 
transversnm und latus rectum und den Ordinatenwinkel gleich 
dnem Bechten eine Hyperbel nach der vorigen Auflösung, 
so ist dies die yerlangte. 

Beweis. Verlängere noch das in L en-ichtete Loth LJVJ 
bis es AH in 0, AB in A'' trifft. Die construirte Hyperbel 
geht nun erstens durch den Punkt A, da nach Ooustruction 
AF^ =s LF * FM ist. Zweitens ist AH eine Tangente an ihr 
. und folglich BAH ftlr den Durchmesser BA der zugehörige 
Ordinatenwinkel, da DL^ = DH • BF nach Oonstruction. Drit- 
tens ist zu zeigen, dass das für das latus transversum BA 
zugehörige latus rectum Y gleich AC ist. Nach §. 50. ist 
aber AX : A0 = 2 AH: Y und da AX'.AO=GA '. GF und 
AD:AH=GD :GF, erhält man AX - AI) : AO • AH = GA- 
GD : GF^ = BAiAC} ersetzt man hierin das Verhältnis8.4Jr: 
AO durch das nach §. 50. gleiche 2 AH: Y, so erhält man 2 
AH'AD:Y-AH^BA:AC, worm sich AH hebt, und da 2 
AD=sBA, ist auch Y=^AC, q« e. d. 

Anm. Die AaflSsaiig der Angabe «wischen einen' Halbbreis nnd den wig. tt. 
reriingerten Dorebmesser denelben eine Gerade von gegebener lUditnng so 
m iQgCB, dai» ihr Qnadrat sn dem Bechleck der durch rie naf d«n Dareh^ 
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messer gebildeten Abflchnitte ein gcgebfPM Yerhältaiss hat, kaao folgender- 
massen geschehen. 

Sei ÄD der Durchmetificr, p : q das gegebene Verhältnias, a der gegebene 
WinkeL Trage in ÄD im Punkte A den Winkel a an, fiUle rom Mittelpankt 
i9 auf den xweilai Sihenkel ein Lotli, dM den Kiels in T trifft; siebe In T 
«ine Tangente, die den veriingwten Dttrehmeeaer DA in U trift, nnd anche 

aaf TU einen Funkt ^, so dass UZi TZ=jp:^-~i ziehe SZj die den Kreis 

in F trifft, io bft die durch F parallel mit TU gelegte Linie die verlangte. 
Seien 0,VfW die Funkte, in denen der Teifingerte Durchmesser DA, die Linie 
ST und der Kreit znm sweiten Male von der durch F gelegten Paialleien 

getroffen veiden, eo iet UZtZTss OFx FV=p:^^-^^* nnd folglich OFz 

\ OW=j^iqi erweitert man das erste VerhiUtniss mit OF nnd setzt statt 
* \ OF • OW dai gfeiehe QA*OD^ so eilifit naii &F* s OAtvSD =i> : 
I w. s. b. w. 

§. 54. Aufgabe 3. Wenn zwei begränzte Gerade, die 
einen reehten Winkel bilden, gegeben sind, um die eine 
derselben als Durchmesser eine Ellipse za bescbrmben, cBe 
in der Ebene der beiden Geraden liegt, die Spitze des rech- 
ten Winkels zu einem Scheitel und die erste der beiden Ge- 
raden zum latus transversura, die andere zum latus rectum hat 

Seien BA,AC die gegebenen Geraden, die bei A einen 
rechten Winkel bilden; man soll über BA als Durchmesser 
in der Ebene BAC eine Ellipse construiren, deren latus trans- 
▼ersum AB und deren latus rectum AC ist, 

1. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Bechter und 
AB grösser als AC ist. 
Fig. 64. Construction. Construire über BA als Sehne in der 
auf BAC lothrechten Ebene einen Kreis, nenne die Mitte des 
einen Kreisbogens über AB D, und ziehe von D eine Sehne 
DF, deren Verlängerung die verlängerte BA in E schneidet, 
so dass DE iEF = BA : AC ist Ziehe FA und FB und 
schneide anf beiden gleiche Stttcke FQ^H ab; oonstmire 
Uber GH als Durchmesser in der auf FAB lothrechten Ebene 
einen Kreis GNH, so ist der Durchschnitt desjenigen Kegels, 
dessen Spitze F und dessen Grundfläche der um OH be- 
schriebene Kreis ist, mit der gegebenen Ebene die verlangte 
Ellipse. 

Beweis. Verlängere AB und GH, bis sie sich in K 
schneiden, ziehe von K ein Stück KM der Durchschnittslinie 
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der beiden Ebenen CAB und GNH, ferner von F eine Paral- 
Jele mit JB, bis sie die verlängerte GH in L sobneidet- 

Der erhaltene Kegelschnitt ist nun erstens eine Ellipse, 
weil beide Punkte A und B auf den Schenkeln des gleich- 
schenkligen Dreiecks GFH sich befinden und nicht einer 
jenfteit des li^cbeitek liegt. 

Da' zweitens die Ebenen GNHvokä CAB loihreeht auf der 
Ebene des AcbsendreieckB FOff stehen, niiiss auch ihre 

Durchschnittslinie MK und die ihr parallelen Linien loih- 
reeht auf der Ebene FGH stehen, folglich ist AB ein Durch- 
messer der Ellipse, und der zugehörige Ordinatenwinkel ein 
Becbter« 

Es bleibt drittens zu beweisen, dass in dieser Ellipse die 

Quadrate der Ordinalen zu den Rechtecken ans den Ab- 
schnitten, die sie auf dem latus transversum bilden, sich ver- 
halten wie AC : AB. Es verhalten sich nach §. 13. Lehrsatz 
lind Anmerkung die Quadrate der Ordinaten zu den Becht- 
ecken der Abschnitte auf dem latus transversum in der El- 
lipse wie LG • LH '.FL^\ da Dreieck FGH gleicbscbenklig 
ifty die Feripberiewinkel über dem Bogen ABf BD,. DA m- 
sammea cwei Bechte betragen, und BD = DA ist, mnss der 
Feripberiewinkel BFD gleidi dem Basiswinkel FGH und also 
GL parallel ED sein. Also LG:FL = EF:EA und LH: 
FL = EF : EB oder zusammengesetzt: LG LH: FL^ = EF^ : 
M4.'^^EF' iEF ED==EFiED = AC:AB. q. e. d. 

2« für den Fall, dass der Ordinatenwinkel ein Becbter, 
aber AB kleiner i^s AC ist 

Construction. Halbire AB in D, errichte in D einpig. 66. 
Loth EF^ das gleich der mittleren Proportionale zwischen 
AB und AC ist und in D halbirt wird; und ziehe in F senk- • 
lechl) gegen EF eine Linie FG, so dass ACiAB^EFiFG^ 
wobei also FG<zEF ist,, und eonstmire nach dem Torigen 
Fall mne Ellipse für EF als latus transyersam, FG als latus 
rectum, F als Scheitel und den Ordinatenwinkel gleich einem 
Bechten, so ist das die verlangte. 

Beweis. Da ACiEFssJSFiAB, ist auch ACiABs:^ 
J^iJM^^BD^tAD*, und da 4C lAB^EFiFG, also 
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EF: FG SS ED* : AD^, und clesbalb sowohl A als B atif der 

Ellipse, und AC das für das latus transversum AB zugehö- 
rige latus rectum. 

3. für den Fall, dass der Ordinatenwinkel kein liechter 
ist, sondern der gegebene Winkel BAH, 
vif. «6. Constrnction. Halbire AB m D, beschreibe Uber 
AD tanm Halbkreis, ziehe zwischen dem Halbkreis und dem 
Durchmesser AD parallel mit AH die Linie FG, so dass 
FQ* i AG'GD = AC: AB (siehe Anmerkung), ziehe DF, 
welches den Schenkel AH in H trifft; nimm in DH den 
Punkt L, so dass Z)L* = DF - DH, verlänc;f'rc LD um sich 
selbst zum Punkte Ä, verlängere AF bis zu einem Punkt 3/, 
so dass AF^ = LF ' MF, ziehe KM, welches ein in L auf 
DL errichtetes Loth in N schneidet, und beschreibe fUr KL 
als latus transversum, LN als latus rectum und den Ordina- 
tenwinkel gleich einem Rechten eine Ellipse, nach dem 1. 
oder 2. Fall, so ist dies die verlangte. 

Beweis. Man verlängere das Loth LN, bis es AH in O, 
die verlängerte DA in X schneidet. Die Ellipse geht nun 
erstens durch den Punkt A, weil AF^ = LF > FM nach Con- 
struction. Zweitens ist AH eine Tangente und also BAH 
der zum Durchmesser gehörige Ordinatenwinkel, weil DL* 
szDF'DH nti^ Construction. Drittens ist zu zeigen, dass 
das zu dem latus transversum AB zugdiörige latus rectum Y 
gleich ^Cist Nach §. 50. ist = 2 iUST: F, es ist aber 

femer AX: AO^AG: GF tmd AD : Aff^ GD : GF, also 
zusammengesetzt AX • AD : AO ■ AH = AG • GD : GF^ = AB : 
AC, oder wenn statt AXiAO das nach §.50. gleiche Ver- 
hältniss 2 AH : Y eingesetzt wird, 2 AH - AD : Y • AH ^ AB : 
AC und wenn AH gehoben wird, da 2AD.=iAB, auch Ys 
AC. q. e. d. 

Anmerkung. Die Au^ebe, Bwiiehen dnen HalUrris nnd Minen 
Dorehmeflser eine lanie von g^benw Bicfatiing zn legen, to desi ihr Qan- 

drat zu dem Rechteck der durch sie gebildeten Abschnitte «n g^benes Ver- 

hillnies hat, geschieht ebenso wie in der Anmerkung su §. 53. angef^ebcn ist, 

wenn nnr der Punkt Z auf der Terlängerten UT statt uf U!C selfaat hertimnit 

g —p Q P 
und statt ^— ^ t genommen wird. 

§. 55. Aufgabe 4. Wenn zwei begränzte gerade Li- 
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nien gegeben sind, die einen rechten Winkel bilden. Gegen- 
schnitte zu coustruiren, von denen die eine der gegebenen 
Linien das latua transvcrsuni; und ihr Endpunkt der Scheitel| 
die andere Linie aber das latus rectum ist; und fUr welche 
der Ordinatenwinkel gegeben ist 

Seien EB, BH die gegebenen begränztcn Geraden, die Fig. er. 
bei B einen fechten Winkel bilden, und a der gegebene 
Winkel, so coustruire man zuerst nach §. 53. eine Hyperbel 
für EB als latus transversum, BH als latus rectum, a als 
Ordinatenwinkel; errichte dann auf BE in E ein Loth EKsss 
BH und conatmire eine 2sweite Hyperbel für BE als latus 
transYerBum, EK als latus rectum^ a als Ordinatenwinkel, so 
sind ^ese beiden Hyperbeln die verlangten Gegenscbnitte. 

§. 56. Aufgabe 5; Wenn zwei begränzte gerade Li- 
' nien, die sich balbiren* gegeben sind, um jede derselben als 
latus transversum ein Paar Gcgcnschnittc zu construiren, so 
dasB die gegebenen geraden Linien fttr beide Paare conju- 
girte Durdimesser sind und das latus transversum von jedem 
Paar Gegenscbnitte die mittlere Proportionale zwischen latus 
transversum und latus rectum des andern Paares ist. 

Seien AC, DE die gegebenen Geraden, die sich im Fig. «s. 
Punkte B halbiren; man soll für jede derselben als Durch- 
messer Gkgenschnitte construiren, so dass AC, DE fUr heade 
Paare conjugirte Durchmesser sindj und DE die mittlere 
Proporlaonale zwischen latus rectum und transversum der 
um AC beschriebenen Gegenschnitte, AC aber die mittlere 
Proportionale zwischen latus rectum und transversum der um 
DE beschriebenen ist. Sei LC die dritte Proportionale zu 
CA, DE und senkrecht gegen AC, und werden für die bei- 
den rechtwinkligen Geraden AC^ CL als latus transversum 
und rectum Gegenschnitte FAG, HCK construirt mit dem 
gegebenen Ordinatenwinkel DBC, so wird DE der zu CA 
gehörige conjugirte Durchmesser sein, weil es die mittlere 
Proportionale zwischen dem latus rectum LC und dem latus 
transversum CA, parallel den Ordinaten, und im Punkte B 
halbirt ist. Sei ferner DR die dritte Proportionale zu DE, 
AC und senkrecht gegen DE, und worden für die beiden 
rechtwinkligen Geraden ED, DR als latua trausv'ersum und 
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latns rectum Gegenschnitte NDM, OEX conatruirt mit dem 
gegebenen Ordlnatenwlnkel DBC, so wird AC für diese Ge- 
genschnitte der zu DE zugehörige conjugirte Durchmeaser 
•eiu. Also halbirt AC alle der Linie DE parallelen Sehnen 
m den Gegenschnitten FAGj HCK, und DE alle der Linie 
AC parallelen Sehnen in den GegeDadmitten MDN, OEX» 
Dies aber war veriaagt Solche G^egenachnitte heisaea c<m- 
jugirte Schnitte. 
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Zweites Buch des ApoUonius von Perga 
über Kegelschnitte. 



Apollonias grüsst den Eudemos. 

Es freut mich, wenn Da woM bist; ich befinde mich 

ziemlich nach Wunsch. Ich liabe meinem Sohn Apolloniua 
das zweite Buch der Kegelschnitte, das ich geschrieben habe, 
übergeben, dass er es Dir bringe. Du wirst dasselbe ßorg- 
falti^ durchlesen und denen mittheilen, die Dir dessen wür- 
dig scheinen werden. Auch dem Geomcter Philonidas, den 
ieh in Ephesus Dir zum Freunde gemacht habe, wirst Dn 
dasselbe za lesen geben , wenn er einmal nach Pergamns 
kommt Sorge, dass Du gesnnd bleibst. 



§. 1. Lehrsatz 1. Wenn auf einer Tangente im Schei- 
tel einer Hyperbel vom Berührongsponkt ans nach beiden 
Seiten gleiche Stiieke abgeschnitten werden , welche einseln 
gleich der mittleren Proportionale «wischen dem halben latns 
trsnsversnm und dem halben latus rectum sind, so treffen die ' 
Linien, die voca Mittelpunkt nach den erhaltenen Endpunk- 
ten gezogen werden, mit der Hyperbel nicht zusamiiien. 

Sei eine Hyperbel mit dem Durchmesser AB, dem Mit- Fig. m. 
telpunkt C und dem latus rectum BF gegeben, und werde 
auf der im Scheitel B gezogeneu Tangente nach jeder Seite 
SU ein Stück, BD nach der einen, BE nach der andern Seite^ 
abgesohnitten, dessen Quadrat gleich dem vierten Theile des 
Bechteeks aus AB und BF ist, und die Linien CD, CE ge- 
zogen, so wird behauptet, dass diese Linien mit der Hyper- 
bel nicht zusammentreffen. 

Beweis. Träfe die verlängerte CD die Hyperbel in 
6i :S0 siehe man die Ordinate GH, dann wäre 
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1) GIP iHB 'HA, d. h. GJP : HC^ — CB^ « BF: BA, 
oder wenn das oweite ,VerhältDUB mit erweitert and 

i BA 'BF=: BD^y \ BA^ = CB^ gesetzt wird, 

2) G//2 : HC^ — CB^- = BD^- : BC^. 

Es ist aber aus der Aelinllchkeit der Drcieclte CHG, CDB 

3) Gm : HC- =^ BD- : BC^. 

Also müsste HC^ = HC^ — CB- sein, welches unmöglich ist, 
und folglich kann die verlängerte CD mit der Hyperbel nicht 
zusammentreffen. 

§. 2. Lehrsatz 2. Unter denselben Voransseteungen 

ist zu zeigen, dass von C aus in den Winkelraum DCE keine 
andere Asymptote gezogen werden kann, 
i'ig. 70. Wäre CL eine solche Asymptote, so ziehe man vom 
Scheitel B mit CD eine Parallele, bis sie CL in L trifft; 
femer von L parallel mit DB die Ordinate LH^ welche die 
verlängerte CD in die Hyperbel in K schneidet Nun 
ist nach dem, was in §. 1. bewiesen: 

1) Km iHC^ --CB^ iHC^, oder 

2) Om—KSP : CB« = Gm : HC^^DB* : CB«; 

also müsste GW^ — KH- = DB^ sein, was unmöglich ist, 
denn GIP- — Km = {GH — KH) - {GH ^- KH) = GK* 
{GK-\-2KH) und GK:>GL, aber GL = DB. Mithinist 
bewiesen, dass ausser CG und CM keine andere Asymptote 
in den Winkelraum GCM gezogen werden kann. 

%. 3. Lehrsatz 3. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel berührt, so schneidet sie beide Asymptoten und ihr 
Bt;rührungspunkt ist die Mitte des 8tüeks zwischen den 
Asymptoten; das Quadrat Ihrer Hälfte aher ist gleich dem 
vierten Theil des zum Durchmesser nach dem Berührungs- 
punkt gehörigen Rechtecks. 
Fis. 71. Sei ABC eine Hyperbel, E ihr Mittelpunkt, EF, EG die 
Asymptoten imd in B eine Tangente gezogen« Träfe diese 
nun eine Asymptote EF nicht, so könnte man auf ihr nach 
der Seite dieser Asymptote zu ein StQck BH gldch der 
mittleren Proportionale zwischen dem halben latus rectum 
und dem halben latus transversum abschneiden, dann wäre 
nach §. 1. EH eine andere Asymptote, was nach §. 2. un- 
möglich ist. Also triöt die Taugente jede Asymptote und 



Digitized by Google 



65 



es ist das Quadrat jedes Stücks zwischen Berührungspunkt 
und Asymptote gleich dem yierteu Theil des zam Durch- 
mesBer gehörigen Rechtecks. 

. §.-4. Aufgabe ]. Wenn ein Winkel und awiachen sei- 
nen Scfaenkehi ein Punkt gegeben ist, eine Hyperbel zu 
construiren; die durch den Punkt geht und die Sdienkel des 
Winkels zu Asymptoten hat. 

Sei BAC der Winkel, 1) der Punkt zwischen seinen Fig. 7«, 
Schenkeln ; man soll eine Hyperbel construiren, die durch D 
gellt und AB, AC zu Asymptoten hat. Man ziehe DA und 
verlängere es über A bis E, so dass AE==AD ist; ferner 
ziehe man von i), parallel mit BA, die Linie DF, welche 
AC in F schneidet, mache AF=FC und siehe CD, welche 
AB in B trifit. Endlich nehme man zu DE und BC die 
dritte Proportionale G und beschreibe f%l;r den Durchmesser 
ED das latus transveraum BD^ das latus rectum O und den 
Ordinatenwinkel BDA eine Hyperbel, so ist dies die ver- 
langte. 

Weil AF=FC und FD paralh 1 ^J?, htBD=DC, und 
da BC die mittlere Proportionale zwischen latus rectum und 
transversum, ist es BD zwischen den Uälfteu dieser Linien, 

also isind AB, AC Asymptoten der Hyperbel. 

Aam. CommandinM sagt, dass dieae Anfgabe nicht vom ApolloniUi 
sondern vom Eutocias oder irgend einem andern herrührt; 1) weil Archima- 
des im 4. SaU des 8. Buchs über Kugel und Cylinder sagt: ^tt ^la tou 

, JoSsvTOC CTTifXn'o« TTEpt Ttt? SoJ&ttVo? ttOTjpiTrTWTOuc ypu^^ui u7r£pßoX>^v, ^eiBoutv OU- 
Tu>5, ^Trei^ig oux avro^iv xtlxai Iv roiQ xuivixoTi; (TTOt^Etoi;. 2) Weil Pappus un- 
ter den Lemmen, die er zum fünften Buch giebt, diese Aufgabe mit derselben 
Aafliiöung behandelt. 

§. 5. Lehrsatz 4. Wenn ein Durchmesser einer Para- 
bel oder Hyperbel eine Sehne halbirt, so ist die Tangente 
im Scheitel dieses Durchmessers parallel der halbirten Sehne. 

Sei ABC dhe Parabel oder Hyperbel mit dem Durch- Fig. ts. 
messer DBB, FBG eine Tangente im Scheitel B] und werde 
die Sehne AC vom Durchmesser DB im Punkte B halbirt, 
so wird behauptet, dass AC parallel FG ist. Wäre dies - 
nicht der Fall, so ziehe man die Sehne CII parallel mit FG 
und verbinde H mit A. Trifft nun CH den Durehmesser 
DB in K, so ist nach I. 46. und 47. HK = CK, und also 
AH parallel mit KE, was nach I. 22 unmöglich ist. 

▲pollonioi, Kegslaeliiütt«. 5 
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§. 6. Lehrsatz 5. Wenn ein Durchmesser einer Ellipse 
t>der eines Kreises eine nicht durch den Mittelpunkt gehende 
Sehne halbirt, so ist diese halbirte Sehne parallel der T«si- 
geate in einem Endpunkte dieses Dnrchmessm, / 
ng. 14. Sei eine ElBpse oder ein Ereisnmfang mit dem Daroh- 
»esser AB gegeben, und werde eine nicht dm^ den Mittel- 
punkt gehende Sehne CD vom Durchmesser AB in *E halbirt, 
so wird behauptet, dass CD parallel der im Endpunkt A des 
Durchmessers gezogeneu Tangente ist. Wäre dies nicht der 
Fall; so sei DF parallel mit der Tangente; wird nun DF 
vom Durchmesser in G getroffen, so ist DG s= GF und CF 
parallel mit GEy was unmöglich ist. Denn entweder ist G 
der Mittelpunkt des KegeUchnitts, dann muss nadi 1. 23. die 
yerlängerte CF mit dem Durchmesser susammentreffen^ oder 
G ist nicht der Mittelpunkt; dann siehe man von D durch 
den Mittelpunkt K die Sehne DKH, dann ist also DK=KH 
und also CH parallel mit Aß] es war aber auch CF parallel 
AB, also lägen die drei Punkte C,F,H in gerader Jjinie, was 
unmöglich ist; also ist die Linie DC parallel der Tangente 'm.A, 
§. 7. Lehrsatz 6. Wenn mit einer Tangente eines 
Keg^chnitts oder Kreises eine parallele Sehne gezogen und 
der Berührungspunkt der Tangente mit dem Mittelpunkt der 
Behne verbunden wird; so ist diese Verbindnngslmie ein 
Durchmesser. 

Fig. 75. Sei ein Kegelschnitt oder ein Kreis ABC mit der Tan- 
gente FG in B gegeben, parallel mit FG die Sehne AC ge- 
zogen, und ihre Mitte E mit dem Berührungspunkt B ver- 
bunden, 80 wird behauptet; dass BE ein Durchmesser ist. 
Wäre dies nicht der Fall, so sei BH ein Durchmesser, dann 
tnttsste AH=HC sein; was unmöglich ist, dAAE=EC nach 
Voraussetisung. Also ist BH kein Durchmesser; und ebenso 
wenig eine andere Linie ausser BB, 

§. 8. Lehrsats 7. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel in zwei Punkten schneidet, so trifft sie an beiden Sei- 
ten verlängert mit den Asymptoten zusammen und die bei- 
den Abschnitte derselben, die zwischen den Asymptoten und 
der Hyperbel liegen, sind gleich. 

Fi(. 76. Sei eine Hyperbel ABC mit den Asymptoten DE,DF 
gegeben; und werde dieselbe von der Geraden AC in den 
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Ponktißn A und C getroffen, so wird erstens behauptet, dass 
AC mit beiden Asymptoten zusammentritt. Sei G die Mitte 
von AC, so ist DG ein Durchmesser der Hyperbel, weshalb 
di0 Tangente im Scheitel B desselben parallel mit AC iat. 
Diese Tangente trifft nach §. 3. mit den Asymptoten msaai- 
meo, Also mißBB auch ihre Parallele AC mit denselben I^niep 
KO^ammentreffen. Seien nun H^- die Punkte, in denen die 
Tangente, E,F die Praikte, in denen AC die Asymptoten 
trifft, so ist, weil Hß = KB, auch EG = FG, und da AG = 
CG, auch EA = CF, was zu beweisen war. ' 

§. 9. Lehrsatz 8. Wenn eine gerade Linie, die die 
Asyn^toten trifft, von der Hyperbel lialbirt wird, so hat sie 
nur räen Punkt mit dieser gemm. 

Trifft eine Gerade die Asymptoten in den Punkten Cng. n. 
und Dj und die Hyperbel in E, so dass CE^DE ist, so kann 
sie die Hyperbel nicht in einem zweiten Punkt in B treffen, 
denn sonst müsste nach vorigem .ßatz CEs^ BD sein, was 
unmöglich ist. 

§. 10. Lehrsatz 9. Wenn eine gerade Linie eine Hy- 
perbel und ihre Asymptoten schneidet, so ifit das Eechtcck 
ans den Ah^cbnitten, die auf ihr zwischen einend Hyperbel- 
punkt und den beiden Asympto^ liegen, gleich dem vierten 
Thdl des Rechtecks, das zu dem die Gerade halbirenden 
Durchmesser gehört 

Sei eine Hyperbel ABC mit den Asymptoten ^D^EF und rtg. w. 
einer Geraden^ die die Hyperbel in A,C, die Asymptoten in 
D,F schneidet, gegeben. Man ziehe vom Mittelpunkt E nach 
der Mitte G von AC eine Linie, die die Hyperbel in B trifft, 
verlängere EB um sich selbst bis errichte senkrecht auf 
MB in B das zum latus transverBum HB gehörige latus re- 
ctum BM, so wird behauptet: AD'AF=i HB' BM. 

Man ziehe noch in JB die Tangente, die die Asymptoten 
EJDfEF in K und L schneidet Nun ist: 

1) DGta : EG^ :=:BK*:BB^=:iHB'BM:EB\ 

2) AG^ : E G ^—EB^ ==BM:HB^ \HB- BM :EB^, also 

3) DG^ : EG^ = AG^ : EG'' — EB^ oder 

4) D G^~AG^ :EB ^ ==DG '- :EG^ =^ HB ■ BM.EB^ also 
i)G2 —AG^=\HB- BM, Da^er jOG* — AG^ = AD , AF, 
ist AD'AFz=a\HB'BM. q. e. d. 

5* 
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§. 11. Lehrsatz 10. Wenn eine gerade Linie beide 
Schenkel des Nebenwinkels vom Asymptotenwinkel dnrch- 
sohneidet^ lo trifft sie die Hyperbel nur in einem Punkt und 
das Beciiteck ans den Abschnitten^ die anf ihr swischen dem 
Hyperbelponkt nnd den Asymptoten liegen, ist gleich dem 
Quadrat der Hilfte des mit dieser Geraden parallden Dordi- 
messers. 

Fig. 79. Sei eine Hyperbel zwischen den Asymptoten CH,CK ge- 
geben und werde der Nebenwinkel von KCH von einer Ge- 
raden in den Punkten E^F getroffen, so wird zuerst behaup- 
tet, dass die Linie EF die Hyperbel nur in einem Punkte 
schneide. Man ziehe Ton C eine Parallele mit EFj so mnss 
diese in den Asymptotenwinkel selbst hinein fallen und die 
Hyperbel in einem Punkte B treffen nach §. 2., und also 
ein Durchmesser sein; folglich kann nach L 26. MW nur in 
einem Punkte die Hyperbel schneiden. Sei L der Schnei- 
dungspunkt, so wird behauptet: LF » LE = CB^, 

Man ziehe in B die Tangente, die die Asymptoten CH, 
CK in den Punkten D,M schneidet, und von L parallel da- 
mit die Ordinate LG, die die Asymptoten in den Punkten 
17 und iT trifift. Nun ist: 

1) LH:m^LB:GC, 

2) LK:GK = LF:GC , 

/ , also 

3) LH'LK iHQ^ ^LF' LE x GC^, oder da 

: GC> = DB^ : BC^, 

4) LH* LKi DB* ^LF- LE: CB*, und da mixk yorigem 

Satz LH'LK — DB'^j ist also auch: 

LF'LE^CBK(i,Q.dL. 

§. X2. Lehrsats 11. • Wenn von einem Punkte einer 
Hyperbel bis an jede der beiden Asymptoten eine gerade 
Linie und von einem andern Punkte derselben Paralle- 
len mit den gezogenen Linien bis an dieselben Asymptoten 

gezogen werden, so ist das Rechteck aus den vom ersten 
Punkt gezogenen Linien gleich dem Rechteck aus den vom 
andern Punkt gezogenen. 

Flg. M. Sei eine Hyperbel ABD mit den Asymptoten CEfiF ge- 
geben, und von einem Punkt A derselben an die Asymptoten 
die Linien AEjAG, von einem andern Punkt D die Linien 
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DHjDF parallel je einer der vorigen bis an die entsprechen- 
den Asymptoten gezogen^ so wird behauptet: 

AE'AG = DF'DH, 
Man ziehe noch ADj welche die Asymptoten in i^L 
trifit^ so ist 

1) ÄBiDB^AKiDK, 

2) AÖiDF=ALiDL , 

^ also 

3) AG AE:DF'DH=AK'AL:DK'DL, und da 
AK*AL = DK • DL nach §. 8., so ist auch 

AO.AJB^DFDH. 

§. 13. Lehrsatz 12. Wenn in dem Raum zwischen 
der Hyperbel und den Asymptoten eine Parallele mit der 
einen Asymptote gezogen wird, so trifft sie mit der Hyper- 
bel und zwar nur in einem Punkte zusammen« 

Sei eine Hyperbel LBH mit den Asymptoten CB,CF ge-vit. n- 
geben und in dem Raum «wischen ihnen die Linie DG pa- 
rallel mit CE gezogen, so wird behauptet, dass dieselbe mit 
der Hyperbel und zwar nur in einem Punkte zusammentrifft. 

Träfe sie nicht mit derselben zusammen, so sei H ein 
beliebigen Punkt der Hyperbel und von ihm HF parallel mit 
EC bis an die Asymptote gezogen, werde ferner auf DG der 
Punkt G so bestimmt, dass CD • DG = CF- FH ist, dann 
CG gezogen y bis es die Hyperbel in E trifft (siehe §. 2.)^ 
und endlich von B an die Asymptote CF die Linie BJ pa- 
raUel^C gezogen, so müsfte BJ*CJ=i HF'CF=CD'DG 
sein, was unmöglich ist, da C2> : G7 = DO iBJht, TrSfe aber 
die Linie DG die Hyperbel in zwei Punkten K und Ly so 
müsste CD • DK = CD • DL sein, was ebenfalls unmöglich ist. 

Also trifft die Linie DG die Hyperbel nur in einem 
Funkt. 

14. Ldirsatx 13. Wenn eme Hyperbel und ihre 
Asymptoten in's Unendliche Terlängert werden, so kommen 

sie einander immer näher, so dass ihre wechselseitige Ent- 
fernung kleiner wird als irgend eine angebbare Grösse. ' 

Sei eine Hyperbel mit den Asymptoten CD,CE gegeben, Fig. ss. 
so wird zuerst behauptet, dass sich die Hyperbel den Asym- 
ptoten nähert, je weiter beide verlängert werden. 

Seien DSylH zwei parallele, zwischen den Aqrmptoten 
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gezogene Linien, DE aber, die dem Mittelpunkt näher Hegt, 
begegne der Hyperbel in B\ zieht man CB, bis es JH in K 
trifft, so ist K innerhalb der Hyperbel. Sei nnn G der 
SdmeidangBpimkt der Hyperbel mit JK, so isti weil DB* 
BB^JG'GHxaA GH>BE, aach nothwendig DB>JQ*j 
also näbert sich die Hyperbel, je weiter sie verllngert wird, 
desto mehr der Asymptote CD, Sei nun X eine gegebene 
kleine Länge, so schneide man auf DB ein Stück DF <i X 
ab und ziehe von F eine Parallele mit CD, so muss diese 
nach §. 13. die Hyperbel in einem Punkt L treffen; zieht 
man nun noch durch L eine Parallele mit DEj die die ver- 
längerte CD in M trifiii;, so ist LM =^ DF und mithin kleiner 
als JT; also wird die Entfernung zwischen der Asymptote nnd 
der Hyperbel zuletzt kleiner als irgend eine angebbare Gidsse*). 

Anm. Aus dem Gesagten ist Idar, dass die Linien 
CD,CE der Hyperbel nSher kommen, als irgend andere gerade 
Linien, die nicht die Hyperbel selbst treffen, und dass es keinen 
kleineren Winkel als DCE giebt, zwiachen dessen Schenkeln 
sich die Hyperbel befindet. 

Zu dieser Anmerkung haben sich in den verschiedenen 
Exemplaren, die Eutocius benutzt hat, noch längere Ausein- 
andersetzungen gefunden, welebe Eutocius selbst weggelassen 
bat, weil sie ihm überflttssig erschienen und von denen er 
nur einen kurzen Bericht giebt; man kann sich den Inhalt 
derselben leicht vergegenwärtigen, wenn man alle Fälle zeich- 
net, in denen ein Winkel eine Hyperbel zwischen seinen 
Schenkeln enthält^ und jedesmal zeigt, dass dieser Winkel 
nicht kleiner sein kann, als der Asymptoten winkel. Auch 
6in Xiemma des Pappus, worin bewiesen wird, dads zwei zu 
denselben Asymptoten gehörige Hyperbeln sich nicht schnei- 
den, einander aber näher kommen als irgend angebbar ist, 
findet sich Ton Commandinus an diese Stelle gesetzt; die 
Richtigkeit des ersten Theils dieser Behauptung crgieVC sich 
fast unmittelbar aus §. 8., und der zweite Theil folgt eben 
so leicht aus §. 14. 



*) Anm. dei Üebers. Die kttneate EDtferaong von dnem Hyperbel- 
pmikt tnr At^fntpM» ist das Loth; wenn atoo Uf nicht 'aenkreeht snf CM SMy 
» «inl die ^genHiehe Entfbninng noeh kücser als LM sein. 
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§. 15. Lehrsatz 14. GegeuBchnitte habeu dieselben 
AsTinptoteD. 

Da die Tangenten an den Gegenscluntten, welclie in 
den Endpunkten eines Durchmessers gezogen werden, paral- 
lel sind, und die Stücke, welche auf jeder derselben vom 
Soheitelpnnkt aus nach §. 1. abgeschnitten werden müssen, 
um die Asymptoten zu erhalten, gldch sind, so erhellt leicht^ 
dass jede Asymptote des einen Gegenschnitts die Yerlünge- 
rvng emer Asymptote des andern ist. 

§. 16. Lehrsatz 15. Wenn beide Schenkel des Neben- 
winkels eines Asymptotenwinkels, in dem und dessen Scheitel- 
winkel sich Gegenschnitte befinden, von einer geraden Linie 
geschnitten werden, so trifft diese auch jeden der Öegen- 
Bchnitte in einem Funkt und die Abschnitte derselben zwischen 
den Asymptoten nnd den Hyperbeln sind «nander gleich. 

Seien zwei Gogenschnitte mit den Scheiteln depm«. si. 
Mittelponkt C nnd dem Asymptoten DCGJSCF gegeben nnd 
eine gerade Linie gezogen, die DO in H, CF in K schnei- 
det, so wird behauptet, dass dieselbe mit jedem der Gegen- 
schnitte nur in einem* Punkt zusammentreffe. Dies folgt aus 
§.11. für jede der beiden Hyperbeln einzeln. Seien nun L 
und M die Punkte ; in denen die Gegensobnitte getroffen 
werden, nnd werde durch C ein Durchmesser AB parallel LM 
gesogen, '80 ist ebenfalls nach §. 11,, HL»LK = AC^, HM^ 
MK^BC», also Hl > LK HM - MK mid deshalb anch 
HL^MK. 

§. 17. Lehrfiats 16« Conjugirte Gegmchnitte hieben 

dieselben Asymptoten. 

Seien zwei Paar conjugirte Gegenschnitte mit den conju- 
girten Durchmessern AB,DE und dem Mittelpunkt C gegeben, 
so wird behauptet, dass sie gemeinsame Asymptoten haben« 

Man ziehe in den Punkten A,B,D,E die Tangenten anrif. sa. 
die Hyperbeb, welche FAG,GSH,SBK^F beissen. l^on 
smd FG .void KH parallel D£> mid FK nnd OH parallel AB^ 
(L 56.); also FKHG ein Farallelogr^mm und die Diagonalen 
desselben GK,FH gehen dorcb den Ponkt C und halbiren sich 
daselbst. Da nun DE"^ gleich dem zum Dorchinesser AB gehö- 
rigen Kechteck ist, ist DC'^ oder jedes der vier Quadrate KB'^j 
BH^f AG^j AF^ gleich dem vierten Theil des zum Durch- 
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raesser AB gehörigen Rechtecks, mithin KG, FH die Asym- 
ptoten für die Gegenschnitte mit den Scheiteln A und B, 
tind auf ganz dieselbe Weise wird gezeigt, dass sie es auch 
ftlr die Gegenselmitte mit den Scheiteln D und E sind. 

§. 18. und 19. Lehniats !?• und 18. Wenn an einem 
Ton awei Paaren c<mjngirter G^egenschnitte eine Tangente 
gesogen wird, so trifft dieselbe jeden der daneben liegenden 
GkgenBchnitte je in einem Pnnkt, und der Bertthnmgspunkt 
ist die Mitte zwischen diesen beiden Schneidungspunkten. 
Fl«. 85. Seien coiijur^irte Gegenselmitte A, B, D, E gegeben 
und im Punkte E an einen derselben eine Tangente gezo^ 
gen, so wird zuerst behauplet, dass diese Tangente die bei- 
den daneben befindlichen Gegenschnitte je in einem Punkte 
triflft. Seien CF, CG die Asymptoten der Schnitte, so mnss 
die Tangente nach §. 3« dieselben treffen, und deshalb nach 
§. 11. auch die daneben befindlichen Oegensohnitte. 

Seien nun /, H die Schneidungspunkte, so wird ferner 
behauptet, dass EI fc= EH ist. Sind G und F die Punkte, in 
denen die Asymptoten geschnitten werden, so ist nach §. 2. 
GB:=EF und nach §. 16. IG = FH, also auch MJ==EU. 
c[« e. d. 

§. 20. Lehrsatz 19. Wenn an einen Ton awei Paaren 
coiijugirter Gkgenschnitte eine Tangente, und rem Mittel- 
punkt eine Linie nach dem BerOhrungspunkt und eine an- 
dere parallel mit der Tangente bis zum Durchschnitt mit 

den conjugirten Schnitten gezogen werden, so ist die Tan- 
gente in einem dieser zuletzt erwähnten Schneidungspunkte 
parallel der Linie vom Mittelpunkt nach dem Berührungs- 
punkt der ersten Tangente, und die Linien, welche durch 
den Mittelpunkt nach den Berührungspunkten, gehen, sind 
conjugirte Durchmesser der Gkgenschnitte. 
Fig. S8. Seien zwei Paar conjugirte Gkgenschnitte A, D, E 
und an einem Punkt F eines derselben eine Tangente FGH 
gegeben, vom Mittelpunkt C aber eine Linie nach F und 
eine Parallele mit FGH gezogen, welche den conjugirten 
Schnitt D in / trifft, so wird behauptet: 

1) dass die in / gezogene Tangente ZK \\ CF ist, 

2) dass die verdoppelten FC, IC conjugirte Durchmee- 
ser sind. 
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Beweis. Man ziehe von F an den Durchmesser CA 
die Ordinate FL und von / an den zu CA conjugirten Durch- 
messer CD die Ordinate IM, Nun ist; wenn r daa zu BA 
gehörige latus rectum bedeutet: 

1) FL^:LG*LC=r.AB nach L §. 37., 

2) MP:MK'MC=AB:r nach I. §. 56. und §. 37. also 

FL^ :LG'LC= MK- MC: MP, da aber 

FL : LG = MC : MI wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 

FLG, CMIf muBB auch 
FLiLC=MKiMI xaA also auch 
^ FLC /\ KMI\ nun ist / ICL = / Jl/C und subtrihirt 
man davon / FCL = Z »<> Weiht / i?Y7/= / if/C, 

also FC II KI. Bedeutet ferner 5 das latus rectum für das 
latus transversum 2C/, so ist zweitens zu zeigen^ dass 

CI : CF= CF i^S. 
Man ziehe noch im Scheitel D eine Tang^te, die IK 
in O, IC uk N trifity so ist 

1) IN: 10 = 2IK: 8 (I. 50.), oder da 

IN:IO:=FG:F€, 

2) FG:CF=IK:iS. Es ist aber 

CHiCDsssCD: FL, mithin 

3) CH:FL = HG:FG= Cm : CD'', oder 

4) CHG i ^ FG C = /\CHG :^DNC, a\bo 

^ FGC = A i^^^Crir A ^Ä'C (2. Bew. von T. 43.). Da nun 
/ Ä7C= / GFC, muss FG :IK= CI : CF, welches oben in 
(2) sttbstituirt giebt CIiCF^ CFi^S. Auf dieselbe Weise 
käun gezdgt werden, dass CI zu CF wie zu dem zu 
2CF gehörigen latus rectum sich yerhftlt Mithin sind 2 IC, 
2 FC conjugirte Durchmesser. 

§. 21. Lehrsatz 20. Unter denselben Voraussetzungen 
ist zu zeigen, dass der Punkt, in welchem die Tangenten in 
den Endpunkten zweier conjugirtcr .Durchmesser zusammen- 
treffen, auf dner Asymptote, liegt. 

Seien conjugirte Gegenschnitte mit dent conjugirten Vn. sa. 
Durchmessern AB, DS und dem Centrum C gegeben, und 
F der Schneidungspunkt der in A und D gezogenen Tan- 
genten, so wird behauptet, dass F auf einer Asymptote liegt. 

CD^ ist gleich dem yierten Theil des zum Durchmesser 
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AB gebdrigen Rechtecks, und AF= CD hi, ist Badi g. 1. « 

CF eine Asymptote, mitiiiii F ein Punkt auf derselben. 

§. 22. Lehrsatz 21. Wenn in conjugirteu Gegen- 
schnitten vom ^fittelpunkt an einen der Schnitte eine Linie 
und eine zweite parallel der ersten so gezogen wird, dass 
sie einen der benachbarten Schnitte durchschneidet und bis 
an die Asymptoten reicht, so ist das Bechteck aus den Ab- 
schnitten dieser Linie zwischen einem Punkt der Hyperbel 
und den beiden auf den Asymptoten gleich dem Qnad^ der 
zuerst vom Mittelpunkt an einen Schnitt gezogenen Linie, 
n«. 87. Seien conjugirte Gegenschnitte A, B, D, E mit dem 
Mittelpunkt C gegeben, und von C an einen derselbon die 
Linie CD, parallel mit CD aber eine andere Linie gezogen, 
die den benachbarten Schnitt A in den Punkten F und G, 
die Asymptoten in den Punkten H und / trifft; so ist zu 
z^gen, dass 

HF' FI =^ CD*. 

Ist M die Mitte von FG, so ist CM der zu der Ordi- 
nate FM gehörige Durchmesser^ und wenn A der Punkt ist, 
in welchem CM die Hyperbel triflft, die Tangente in A pa- 
rallel mit FM und CD. Ist nun AN das Stück derselben 
bis zu einer Asymptote, so ist AN^ — HF-FI nach §. 10., 
aber da nach §. 20. CA und CD conjugirte Dorchmesser sind; 
ist AN= CD, also auch CD» —jjF FL 

§. 23. Lehrsatz 22« Wenn in oonjugirten Gegenschnit- 
ten vom Mittelpunkt aus an einen der Schnitte eine Lini^ 
und paraUel damit eine andere gezogen wird, welche drei* 
benachbarte Schnitte trifil, so ist das Rechteck aus den Ab- 
schnitten dieser Linie, die zwischen einem Punkt des mittle- 
ren Schnitts imd den beiden auf den benachbarten Schnitten 
liegen, gleich dem doppelten Quadrat der zuerst gezogenen 
Linie. 

pig. »7. Seien conjugirte Gegenschnittc A, B, D, E gegeben, 
und Yom Mittelpunkt C an einen derselben eine Linie C2>, 
parallel daiMt aber eine andere Linie gezogm^ die den 
Schnitt A in den Punkten F, 6, die benachbarten Sdmitte 
D und E aber in den Punkten K und L trifft, so wird be* 
hauptct, dass KF- FL==2CD^. 

Mau ziehe noch die Asymptoten, welche die Linie FG 
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in den Punkten H und / treffen, und nenne M die Mitte 
zwischen F und G, so ist also auch M die Mitte zwisclien K 
und L und zwischen H und /. 
Nun ist 

1) CD2s=:i£F.Fi=sJfJ?^— üi^ nach §.22., 

3) CD» = HK' KI= MK^ Mm n ach §. 11. 

also 3) 2CD^^ MK^ — MF^ ^KF FL, q. e. d. 

§. 24 Lehrsati 23. Wenn zwei Linien eine Parabel 
jede in zwei Punkten so schneiden, dass kein Dorchschnitts- 
piinkt der einen zwischen den Dnrchschnittspnnkten der an- 
dern liegt, so schneiden sich die beiden Linien ausserhalb 
der Farabel. 

Sei eine Parabel ABCD gegeben , welcher zwei Gwade ng. 88. 
AB und CD so begegnen, dass keiner der Durchsclinitts- 
punkte A und B der einen zwischen den Durchschnitts- 
punkten C und D der andern liegt, so wird behauptet, daaa 
ABf CD ausserhalb der Parabel zusammentreffen.. Man ziehe 
durch B und C die Durchmesser EBF, GCH, so sind diese 
parallel und treffen jeder die Parabel nur in einem Punkt; 
Terbindet man also SC, so sind die Winkel FBC, HCB zu- 
sammen gleich zwei Bechten ; also bilden AB, DC in ihren 
Verlängerungen mit BC Winkel, die zusammen kleiner als 
zwei Rechte sind, und folglich treffen sich diese Verläuge- * 
rungen ausserhalb des Schnitts. 

§• 25. Lehraats 94. ' W&m zwei Linien eine Hyperbel 
jede in zwei Punkten so schneiden, dass kein Durchschnitt»* 

punkt der einen zwischen den Dnrchschnittspunkten der an- 
dern liegt, so schneiden .sich die beiden Linien ausserhalb 
der Hyperbel, jedoch innerhalb des Asyraptotenwinkels. 

Sei dne Hyperbel mit den Asymptoten CD, CE gege- Fig. t». 
ben und Ton zwei gmden Linien FG, Hl so durchsehnit- 
teti, dass nicht einer der Punkte H, I zwischen den Punkten 
F, Q liegt, so wird behauptet, dass die Linien OF, IH 
ansserhalb der Hyperbel, jedoch innerhalb des Winkelranms 
DCE zusammentreffen. Man ziehe CF ^ CH und verbinde F 
mit H. Weil nun die Verlängerungen der Geraden GF, IH 
innerhalb der Winkel CFHy CHE fallen, diese Winkel zu- 
sammengenommen kleiner als zwei Bechte sind, so müssen 
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sie innerhalb des Dreieck» CFH, also auch innerhalb des 

Winkelraums DCE zusammen kommen. 

Anm. Auf gleiche WcUe kann daMolbe toii swti ^ Hjrpecbel berftk* 
renden Geraden (gezeigt werden. 

§• 26. Lehrsatz 25. Wenn in einer Ellipse oder eineni 
Kreise swei Sehnen^ die nicht durch den Mittelpimkt geheii| 
' sich schneiden, so werden sie sich nicht gegenseitig hallnien. 

Fig. SM). W&re es möglich, dass in einer Ellipse oder einem Erns 
zwei Sehnen DEj FG sich gegenseitig halbirten, ohne durch 
den Mittelpunkt C zu gehen, so zielie man von C nach ihrem 
Schneidungspunkt // bis an den Umfang in A eine Linie, dann 
ist CA ein Durchmesser, welcher DE halbirt, also die Tangente 
in A parallel mit DE\ auf gleiche Weise mUsste sie aber auch 
parallel mit FG sein, was tmmöglich ist» abo können DE, FG 
sich nicht gegenseitig halhiren. 

§. 27. Lehrsats 26. Wenn die Yerbindnngslinie der 
Berührungspunkte zweier Tangenten einer Elfipse oder eines 
Kreises durch den ^littclpunkt dieses Schnitts geht, so sind 
die Tangenten parallel; wenn die Berührungssehne aber nicht 
durch den Mittelpjinkt geht, so treffen die Tangenten auf der 
dem Mittelpunkte ahgewandten Seite derselben zusammen. 

ng. n. Sei eine Ellipse oder ein Kreis mit dem Mittelpunkt C 
.nnd zwei Tangenten in A und B gegeben^ und gehe die 
Linie AB durch den Mittelpunkt C, so wird behauptet, dass 
die Tangenten parallel sind. Die Tangente DE ist nach 
§. 6! parallel den zum Durchmesser AB gehörigen Ordinaten, 
deren es nach §. 26. nicht zwei verschiedene in demselben 
Punkt geben kann; und da ein Gleiches auch von der Tan- 
gente FG im Punkte B gilt, so ist bewiesen, dass DE pa- 
rallel FG ist. 

ng, ^ Geht aber AB nicht durch den Mittelpunkt, so siehe 
man von A den Durchmesser AH\ dann ist die Tangente in 
H parallel mit DE, also muss die Tangente in B mit DE 
Bttsammentreffen und zwar in dem Th^le AD und semer 

Verlängerung, also auf der dem Mittelpunkt abgewandten 
Seite von AB'^ denn da die Ellipse selbst ohne Unterbrechung 
von A bis H fortläuft, die Tangente in B aber ganz ausser- 
halb derselben liegt, ist es offenbar unmöglich, dass sie mit 
den in A und H gezogenen Tangenten pandlel eem kmn. 
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in welchem Fall sie ja die inuerlialb der KUipse liegende 
Gerade AH sdmeiden mttsate. 

§. 28.' Lebrsats 37. Wenn In einem Eegelsclinitt oder 
einem Kreise eine Linie zwei parallele Selinen balbirt; so 

ist sie ein Durchmesser des Schnitts. 

Sei ein Kegelschnitt mit den beiden parallelen Seimen Fig. 98. 
AB, DE gegeben, und deren Mitten F und G verbunden, so 
wird behauptet, dass FG ein Durchmesser ist Wäre dies 
nicht der Fall, so sei FH der von F gezogene Durchmesser, 
der DE in / tri£ft. Nun müsste auch DJsssJE sein, was 
munögfich ist; ako kann keine andere Linie ein Durchmes- 
ser fsesst als FG, 

AnnL dei Bntocini. Sienr Satz bietet in Yerbindung mit den firfihe- 
m ein Mditet lOttd so iiiitemic1ie&, ob eine voigdegte Conre än K^^- 
sehnitt iit und sa wekher der vier Arten deiedben er gebärt. Maa siehe von 
2 Punkten dw TOigelegten Cnrre 2 Pur pualleler Sehnen und Teibinde die 
Mitten jedes Paare. Eblbirt nun jede dieser VerbindangsBnien alle der ent- 
sprechenden Richtung parallelen Sehnen , so ist die vorgelegte Carve ein Ke- 
gelschnitt. Sind die beiden Verbindungslinien parallel, so ist sie eine Parabdf 
divergiren sie nach dem Innern der Curve zu, so ist sie eine Hyperbel, im an- 
dern Falle ein Kreis oder eine Ellipse, je nachdem die Ualbmeieer alle gleich 
oder nicht alle gleich sind. 

29. Lehraaia 28. Wenn zwei Tangenten eines Ke- 
gekohnitts oder eines Kreises sich in einem Punkt treffen, 
ond TOn diesem Punkt nach der Mitte der Berührungssehne 
eine Linie gezogen wird, so ist dieselbe ein Durchmesser des 

Kegelschnitts. 

Sei ein Kegelschnitt BLC und in B und C die Tangen- rig. 94. 
ten, die sich in A treffen, gegeben; wird nun von der Mitte 
D von BC eine Linie nach A gezogen, so ist zu beweisen, 
dass diese Linie ein Durchmesser ist Wäre sie es nicht, so 
fldehe man von D aus den Durchmesser, dann wird derselbe 
eine der Tangenten vor dem Punkte A treffen müssen; treffe 
er also BA in E. Zieht man nun GE, so muss diese Linie 
den Kegelschnitt noch in einem Punkt treffen (I. 36.); ist 
also F dieser Punkt, so ziehe man durcli F parallel mit BC 
eine Linie, welche den Kegelschnitt zum zweiton Mal in K, 
die Tangente BA in G, und den Durchmesser DE in Ff trifft ; 
weil nun BD=CD, muss auch GH^HFf und da der Durch- 
messer ED die Sehne BC halbirt, muss er auch die paral- 
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lele Sehne JCP halbireii; was unmöglich ist; ako kann niofat 
eine andere Linie als DA der dnrok D gehende Durohmes- 
ser sein. 

§. 30. Lehrsatz 29. Wenn zwei Tangenten eines Ke- 
gelschnitts oder eines Kreises in einem Punkt sich treffen, 
SO halhirt der von diesem Punkt aus gezogene Durchmes- 
ser die Berührungssehnc. 

Fig. M. Sei ein Kegelschnitt BC mit den Tangenten in B vaA 
Cf die sich in Ä treffen, gegeben; w^rd nun youx ^1 ans ein 
Durchmesser gezogen, so ist zu bewasen, dass derselbe die 
Berührungssehne BC in D halbirt. Wäre dies nicht der Fall, 
so sei E (He Mitte von ^C; dann raüsste nach vorigem Satz 
EA ebenfalls ein Durchmesser sein^ was unmöglich ist. Denn 
ist der Kegelschnitt eine Ellipse oder ein Kreis, so mttsste 
der Mittelpunkt A ausserhalb liegen, ist er eine Parabel, so 
mttssten sich zwei Durchmesser schneiden, und ist er endlich 
eine Hyperbel, so mttssten sich zwei Tangenten derselben i|n 
Scheitelpunkt des Asymptotenwinkels schneiden, was nadb 
§. 25. Anm. ebenfalls unmöglich ist Also ist kein anderer 
Punkt ausser D die Mitte von BC. 

§.31. Lehrsatz 30. Wenn zwei Gegenschnitte und an 
jedem eine Tangente gegeben sind und die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte durch den Mittelpunkt geht, so sind 
die Tangenten parallel, geht sie aber nicht durch den Mittel- 
punkt, so schneiden sich die Tangenten und zwar auf der- 
selben Seite, auf welcher der Mittelpunkt liegt 

Flg. M. Seien zwei Gegenschnitte mit den Tangenten in A und 
B gegeben, und gehe -erstens die Verbindungslinie AB dnrofa 
den Mittelpunkt C, so wird behauptet, dass die Tangenten DE 
und FG parallel sind. Nach 1. 48. halbirt ACB die im 
Schnitt B parallel mit DE gezogenen Sehnen, also ist die im 
Scheitel B parallel mit DE gezogene Linie eine Tangente 
nach I. 32., und da es nicht zwei verschiedene Tangenten in 
B giebt, ist die daselbst gezogene Tangente FG auch pa- 
rallel mit DE, Geht nun zweitens die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte A^H zweier Tangenten DE und JK 
nicht durch den Mittelpunkt, so ziehe man von A durch Ü 
die Linie AB, und in B die Tangente jPG; nun müssen sieh 
die Tangenten iu B und H innerhalb des Asymptotenwinkels 
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'Selmeideii, folglich schneidet HK auch die mit FG parallele 
Linie DE imd zwar auf derBelben Seite Ton AH, auf welcher 
^der Mittelpunkt liegt. 

§• Lehrsais 31. Wenn zwei Gegenschnitte g«g^ 
Imh «nd^ und jeder yem einer Geraden in swei Punkten ge- 
Mbnitten oder luck in einem Punkt berührt wird, diese beide 
Oeraden tSer ntcbt parallel sindy so muss ihr Scbneidungs* 
punkt in einem der beiden Nebenwinkel des Asymptotenwin- 
kels liegen. 

Seien zwei Gegenschnitte von zwei Geraden ^5,DC jerig. 
in Äwei Punkten geschnitten, und FJfiH die Asymptoten, 
dann wird behauptet, dass ABfCD, wenn sie nicht parallel 
sind, sich in einem der Nebenwinkel FCff,GCJ des Asjmpto- 
tenwinkek sclin^den. 

Nach §. 8. muss AB sowohl als CD beide Asymptoten 
schneiden, also können sie nur in dem Raum der N'ebenwin- 
kel mit einander zusammcntrelFen. Ein Glciclies gilt auch, 
wenn eine oder beide Linien die Hyperbeln nur berühren. 

§. 33. Lehrsatz 32. Wenn einer von zwei Gegen- 
ßchnitten von einer Geraden entweder in zwei Punkten ge- 
sefanitten oder berührt wird, so trifft diese Gerade nicht den 
andern Gegenschnitt, sondern geht durch drei Winkebüume, 
nfimlich den zu dem betreffenden Schnitt gehörigen Asjmpto- 
tenwinkel und seine beiden Nebenwinkel. 

Seien swei Gegenschnitte gegeben , und einer derselben rif. m. 
von einer Geraden in zwei Punkten A,B geschnitten, so wird 
behauptet erstens, dass AB nicht den andern Gcgenschnitt 
trifft. Man ziehe die Asymptoten ; dann schneidet AB beide 
Asymptoten in F und G, und da sie dieselben nicht zum 
zweiten Male schneiden kann, wird sie nicht in den Scheitel* 
Winkel des Asymptotenwinkels gelangen können, also erstens 
den. zweiten Gegenschnitt nicht treffen, und zweitens durch 
die drd Winkelrftume gehen. 

§. 34. Lehrsatz 33. Wenn an einem von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente und in dem andern eine damit pa- 
rallele Sehne gezogen sind, so ist die Linie vom Berührungs- 
punkt der Tangente nach der Mitte der Sehne ein Durch- 
meeser. 

Seien zwei Gegenschnitte A,B und an einem derselben vtg. m. 
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in A eine Tangente DE, im andern eine mit DE parallele 
Sehne FG gegeben; ist uun H die Mitte von FG, so soll be- 
wiesen werden ; dass Aü ein Durchmesser ist. Wäre dies 
nicht der Fall, so ziehe man von A den Durchmesser, dar 
den Geg^nscfanitt in die Sehne, 1^ in J tnfft. Da nun 
nach §. 31. die Tangente in L parallel DB ist, anus rie aaoh 
parallel FO qnd folgfich / die Mitte von FG sein, wae un- 
möglich ist; also kann keine andere Lmie als AH der von A 
ausgehende Durchmesser sein. 

§. 35. Lehrsatz 34. Wenn ein DurchmeBser eine Sehne 
in einem von zwei Gegenschnitten halbirt, so ht die Tan- 
gente im £ndpQnkt des Dorchmessers «n den andern Ckgen* 
schnitt gezogen der Sehne paralleL 

Nach I. 32. ist die Tangente, die im Endpunkt des 
Durchmessers iin denselben Gegenschnitt, in dem die Sehne 
Hegt, gezogen wird, parallel der Sehne, und da sie nach §. 31. 
auch parallel der Tangente ist, die im Endpunkt des Durch- 
messers an den andern Gegenschnitt gezogen wird, ist diese 
letztere gleichfalls der Sehne paralleL 

§. 36. Lehrsatz 35. Wenn in zwei Gegenschiutten pa- 
rallele Sehnen gezogen werden, so ist die Verbindungslinie 

ihrer Mitten ein Durchmesser der Gegenschnitte. 

Flg.' 99. Seien A und B zwei Gegenschnitte, DE^FG zwei paral- . 
lele Sehnen je in einem derselben, und die Mitten die- 
ser Sehnen so wird behauptet, dass HJ ein Durchmesser ist. 
Wire er es nicht, so sei Ton H der Durchmesser gezogen, 
der die Schnitte in A^, FG in K trifit; nnn muss die Tan- 
gente in A parallel mit DE, also auch parallel mit^ sein, 
also FK = KG, was immöglich ist. Also ist keine andere 
Linie ausser HJ der von // ausgehende Durchmesser.^ 

§. 37. Lehrsatz 36. Weun eine nicht durch den Mit- 
lelpunkt gezogene Linie zwei Gegenschnitte durehschneidety 
so sind die yom Mittelpunkt nach der Mitte dieser durch- 
schneidenden Creraden und parallel mit derselben gezogenen 
Linien zwei conjugirte Durchmesser der Gegenschnitte. 

Fig. 100. Seien zwei Gegenschnitte A und B von einer nicht durch 
den Mittelpunkt gehenden Geraden in den Punkten D und 
E geschnitten, vom Mittelpunkt C aber ^e Linie parallel 
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DE, die die Schnitte in A und B trifft, und eine andere nach 
der Mitte F von DE gezogen^ so wird behauptet, dass diese 
Linien CAjCF conjugirte DurchmesBer sind. 

Man ziehe EC, und verlängere ^es, bis es den Gegeur 
schnitt in 6 schneidet, ziehe DO und verliingere CA, bis es 
DGmH trifft Nun ist EC^CO und weil auch EF^DF, 
die Linie DG parallel FC* Da femer CA parallel DE, nrass 
DH=HGy also auch die Tangente in A parallel mit- DG oder 
CF sein, folglich sind CA,CF coujugirte Durchmesser (I. 16). 

§. 38. Lehrsatz 37. Wenn au jeden von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente gezogen wird und diese Tangenten 
nicht parallel sind, dann ist die Linie von ihrem Schneidungs- 
punkt nach der Mitte der Berührungsseime ein zweiter Durch- 
messer der Gkgenschnitte und der zugehörige erste Durchmesser 
eine Parallele mit der Bertthrungssehne durch den Mittelpunkt. 

Seien zwei Gegenschnitte A und B gegeben, und anFi«. loi. 
einen derselben in D, an den andern in E Tangenten gezo- 
gen, die sicli in F treffen; ist nun G die Mitte von JJE^ so 
ist zu beweisen, dass FG ein zweiter Durchmesser der (i egen- 
schnitte ist. Wäre das nicht der Fall, so ziehe man von G 
einen solchen Durchmesser^ der die über F verläugerte Tan- 
gente EF in H trift't, so muss die gerade Linie DH den Ge- 
genschnitt A noch in einem Punkt treffen (L36.); ist nun 
A dieser Punkt, so ziehe man durch A eine Parallele mit 
DE, welche GH in J, EH in K und den andern Gegenachnitt 
in B trifh. Nun müsste^ weil GH ein Durchmesser und DG 
z=i GE, AB aber parallel Z)^ ist, auch^/=:J7^, und zugleich 
aus dem Dreieck DEH AJ = JKHti\n, was uumüglich ist; 
also ist keine andere Linie von G aus ein zweiter Durchmesser 
ausser GF. q. e. d. 

§, 39. Lehrsatz 38. Wenn an jeden von zwei G«gen- 
scfanitten eine Tangente gezogen wird .und diese Tangenten 
sich in dnem Punkt treffen , dann halbirt der von diesem 
Ponkt aus gezogene Durchmesser die Verbindungslinie der 
Bertthmn gspunkte. 

Der Beweis wird ebeuso wie der von §. 30. c^efiihrt, und 
stützt sieb zuletzt darauf, dass nicht zwei Tangenten an den 
Gegenscbnitten im Mittelpunkt zusammentreffen können, 

§. 40. Lehrsatz 39. Wenn an jeden von zwei Gegen- 

ApoUoniuSi Keg«Liehnit««, 6 
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schnitten eine Tangente gi'zojfi;on wird, diese Tangenten sieh 
in einem Punkt treffen und durch ihren SchueiduDgspunkt 
eine Parallele mit der Berühraogssehne bis an die Gegea- 
schnitte gezogen wird, so sind die tob den hierdurch auf den 
Gegenschnitten erhaltenen Punkten nach der Mitte der Be- 
rtthrungssehne gesogen^ Oeraden Tangenten an den Gkgen- 
Bchnitten. 

Fi«. 102. Seien zwei Gegenschnittc A nnd B ^geben und an A 
in D, an B \n E Tangenten gezogen, die sich in F schnei- 
den, sei ferner durch F eine Parallele mit DE gezogen, die 
den Gegenschnitten in GjH begegnet, und J die Mitte von 
DE, 80 wird behauptet, dass die Geraden Tangenten 
an den Gegenschnitten sind. 

Nach §. 38. ist JF ein zweiter Dorchmesser der Gegen- 
schnitte; sei also der Ponkt C derselben der Mittelpnnkty und 
werde durch C eine Parallele mit DE gezogen, welche die 
Gegenschnitte in A und B trifft; weil nun CJ die Linie DE 
halbirt, sind AB,CJ conjuglrte Durchmesser und also DJ eine 
an den zweiten Durchmesser gezogene Ordinate; also ist nach 
I. das Eechteck CJ * CF gleich dem Quadrat des halben 
aweiten. Durchmessers. Da nun aber HF gleichfalls eine an 
den zweiten Durehmesser gesogene Ordinate ist^ so folgt hier- 
aus umgekehrt, dass JH und auf ähnliche Art, dass anch 
JQ eine Tangente ist. 

§. 41. Lehrsatz 40. Wenn zwei Gegenachnitte von 
zwei nicht durch den Mittelpunkt gehenden und sich schnei- 
, deiideii Geraden getroffen werden, so können diese Geraden 
sich nicht gegenseitig halbiren. 

Hg. iw. Seien zwei Gegenschnitte A und B von den nicht durch 
den Mittelpunkt C gehenden Geraden AD^EB, die sich in 
F schneiden, getroffen, so wird behauptet, dass diese Gera- 
deu sich nicht halbiren. Denn wäre dies der Fall, so ziehe 
man CF und durch C eine Parallele mit FA, welche den 
Gkgenschnitt A in IT, und eine andere Parallele mit CT, 
welche den Gegenschnitt B in G trifft; nun müsste, wie 
früher bewiesen , so wohl die Tangente in /f , als die Tan- 
gente in G parallel CF sein, was unmöglich ist, da GH nicht 
durch den Mittelpunkt geht. Also köimeaAD,EB sich nicht 
gegenseitig halbiren. 
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§. 42. I^ehrsatz 41. Wenn zwei Paar conjugirte Ge- 
genschnitte YOn zwei nicht durch den Mittelpunkt gehenden 
.Geraden getroffen werden, so können sich diese .Greraden 
nicht halbiren. 

Seien conjugirte Gegenschnitte A und B , D und E ge- Fig. i04. 
geben und von zwei sich in K sclmcidcnden Geraden FGjHJy 
die nicht durch dun Mittelpuukt C gelicn, getroffen, so wird 
behauptet; dasa diese Geraden sich niclit halbirea. Wäre 
dies der Fall, so ziehe man CK und durch C eine Pa- 
rallele mit FG, welche die Gegenschnitte A und B in den 
Punkten A und Bf und eine andere mit HJ, welche die Ge- 
genschnitfce D und E in den Punkten D und E trifft Nun 
mllssteu; weil CK die der Geraden AB parallele Linie FG 
halbirt, CK und AB conjugirte Durchmesser, und also die 
Tangente in A parallel mit CK s(;in, und auf ähiiliehe Weise 
niüssten CK, CD conjugirte Durchmesser, also die Tangente 
in D ebenfalls parallel CK sein; dies ist aber unmöglich, da 
nach §. 19. die Tangente in A die beiden Gegenschnitte D 
und E und die Tangente in D die beiden Gregenschnitte A 
und B trifft, also die beiden Tangenten im Winkelraum DCÄ 
znsammeiltreffen müssen. 

§. 43. Lehrsatz 42. Wenn einen von zwei Paaren 
conjugirter Gegenschnitte eine gerade Linie in zwei Punkten 
schneidet und vom Mittelpunkt eine Linie nach der Mitte 
dieser Geraden und ^ine andere parallel damit gesogen wer- 
den, so sind diese Linien conjugirte Durchmesser der Gegen- 
schnitte. 

Seien A und B, D und E conjugirte Gegenschnitte imdrig, los. 
einer derselben A von einer Geraden in den Punkten L und 
M getroffen; wird dann vom Mittelpunkt C eine Linie nach 
der Mitte N von LM und eine andere DE parallel mit LM 
gezogen, so ist su beweisen, dass diese beiden Linien con- 
jugirte Purchmesser der Gegenschnitte sind» Nach §. 5. ist 
die Tangente in A parallel mit LMj also auch mit der durch 
C damit gezogenen Parallelen DE, mithin sind nach §. .20. 
CA,CD conjugirte Durchmesser der Gegenschnitte. 

§. 44. Au%abe 2. In einem gegebenen Kegelschnitt 
einen Durchmesser ssu finden. 

6» 
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Man »ehe s:irei parallele Sehnen und verbinde ihre Mit- 
ten. (Beweis durch Umkehrong yon 1. 4ß, 47 und 48.) 

§. 45. Ansähe 3. In einer gegebenen Ellipse oder 

Hjperbel Jen Mittelpunkt zu finden. 

Mau suche nach §. 44. zwei DurchmesBer^ so ist deren 
Schneidungspunkt der Mittelpunkt. 

§• 46. Angabe 4. In einer gegebenen Parabel die 
AdiBe zu finden. 

Man suche nach §. 44 dnen Durchmeaser, snehe senk, 
recht dagegen eine Sehne, halbire dieselbe und siehe durch 

ihre Mitte eine Parallele mit dem Durchmesser. 

§. 47. Aufgabe 5. In einer gegebenen liUlipse oder 
Hyperbel die Achsen zu finden. 
Uff. IM. Man suche den Mittelpunkt C, nehme einen beliebigen 
Punkt 2) des Schnitts, beschreibe mit CD mnen Kreis, der 
den Schnitt zum zweiten Mal in E trifft, und &lle von C auf 
DS ein Loth, so ist dies die eine Achse und die durch C 
mit DE gezogene Parallele MN die andere. 

§. 48. Lehrsatz 43. Nachdem die Achsen, wie in vori- 
ger Au^be gezeigt ist, gefunden sind, soll bewiesen wer- 
den, dass es keine andern Achsen giebt 

Fl«. 101. Sei, wenn es möglich ist, CG eine andere Achse, so 
flllle man yon D auf CG das Loih DH, welches yerlfingert 

den Kegelschnitt zum zweiten Male in J trifft; dann ist DH 
= HJf und, wenn man CJ zieht, auch CJ — CD , folglich 
auch CJ — CE; dies ist ahcr unmöglich. Denn zieht mau 
noch von / und £ senkrecht gegen MN die Ordinaten JK, 
EL, so müsste, weil CJ= CE, auch CK^ + ÄJ» = CL^ + 
LE^ oder iC/^— US^ =^ CL^-^CK^ und weminiiato CL^ » 
Cm^ML'LN und CK* = CiV* — löT . JEV setzt, JET» — 
LE^^MK KN-^ML'LN. Weil aber J und £ Punkte 
des Kegelschnitts und IK,BL Ordinaten sind, ist ICT^iLB^ 
= MK'KN: ML • LN, also müsste KJ^ = MK - KNacm, Dann 
aber wäre der Kegelschnitt MIN ein Kreis, was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Also können ausser den in §• 47. construirten Achsen 
keine anderen gezogen worden. 

§. 49. Aii%ab6 6» Wenn ein Kegelschmtt und ein 
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nicht Innerhalb b( fiiidlicher Punkt gegeben sind, durch den 
Punkt an den Kegelschnitt eine Tangente zu ziehen. 

I. Ist der gegebene Kegelschnitt eine Parabel, 'so las- 
sen sich drei Fälle unterscheiden. 

1) Der Punkt liegt auf der Parabel. 

Man fUle von ihm auf die Achse ein Loih ^ verlfingere ng. vn, 
die Achse über den Scheitel hinaus um das durch das Leih 
abgeschnittene Stück und verbinde den erhaltenen Endpunkt 
mit dem gegebenen Punkt, so ist diese Yerlnndungslinie die 
gesuchte Tangente. I. 33. 

2) Der Punkt liegt auf der Verlängerung der Achse. 

Man schneide auf der Achse vom Scheitel nach innen Fig. 107. 
zu ein Stück ab gleich dem Stück zwischen dem Scheitel 
und dem gegebenen Punkt, errichte in dem erhaltenen Punkt 
nach beiden Seiten zu ein Loth, das die Parabel in swei 
Punkten trifft und verbinde diese Punkte mit dem gegebenen, 
so sind dies die verlangten Tangenten. 

3) Der Punkt P liegt beliebig ausserhalb der Parabel. 

Man ziehe von P eine Parallele mit der Achse, welche Fig. los. 
die Parabel in A trifft, schneide darauf von A nach innen 
zu ein Stück AB ~ PA ab, ziehe in A die Tangente an die 
Parabel und in B eine Parallele damit, die die Parabel in 
C und D trifft; dann sind FC und FE die verlangten Tan- 
genten. (1. 46. I. 33.) 

n. Ist der gegebene Kegelschnitt eine Hyperbel, so 
lassen sidi fünf FftUe unterscheiden. 

1) Der gegebene Punkt P liegt auf der Hyperbel. 

Man suche die Achse, fälle von P darauf ein Loth PD ; Fig. 109. 
sind nun A und B die Scheitel, so bestimme man einen 
Punkt E in der Achse , so dass AE : BE = AD : BD j dann 
ist EP die gesuchte Tangente. (I, 34.) 

2) Der gegebene Punkt E liegt in der Achse. 

Sind wieder A und B die Scheitel, so bestimme koan in Fig. 109. 
der verlängerten BA einen Punkt so dass AD : BD = 
AE iBMi errichte in D auf die Achse nach beiden Seiten zu 
ein L0II1, das die Hyperbel in P^F trifft; dann sind PE,EF 
die verlangten Tangenten. (I. 34.) 

3) Der gegebene Punkt P licj^t beliebig auflserhalb der 
Hyperbel; jedoch innerhalb des Asymptotcuwiukels. . 
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Fig. 110. Man ziehe von P durch den Mittelpunkt C eine Linie, 
welclie die Hypcr])el in A, ihren Gegenschnitt in B trifft; 
bestimme in dieser Linie einen Punkt 1), so dasB AD : BD 
— AP: BP, ziehe m A die Tangente nnd in D eine Parallele 
damit; welche die Hyperb^ in flehneidet, dazm Bind PE, 
PF die yerlangten Tangenten. (1. 47. L 34) 

4) Der gegebene Punkt P Hegt in einer Asymptote. 

Fi«. III, Ist C der Mittelpunkt, so nehme man die Mitte D von 
CP und ziehe durch D eine Parallele mit der andern Asym- 
ptote^ welche die Hyperbel in E trifft, dann ist PE die ver- 
langte Tangente. (IL 3.) 

5) Der Pnnkt P liegt ' innerhalb des Nebenwinkels des 
A sy mptotenwinkels. 

Fig. 112. Man ziehe von P nach dem Ißttelpnnkt C nnd parallel 

mit PC eine Sehne DE in der Hyperbel, verbinde deren Mitte 
F mit (7, welche Linie die Hyperbel in A und den Gegen- 
schnitt in B trifft, dann bestimme man die Grösse des zum 
Durchmesser AB gehörigen Rechtecks durch die Propor- 
tion: DF^ iFA'FB Q'- :AB^ und ferner auf der verlän- 
gerten PC einen Punkt G dergestalt, dass CP'CG=^ ist, 
ziehe endlich yon G eine Parallele mit CF, welche die Hj- 
perhel in H trifft; dann ist PH die gesuchte Tangente. (1. 38. 
L 47. L 21. Zweite Beihe von Erkl No. 4.) 

Wenn endlich der gegebene Punkt im Scheitelraum des 
Asymptotenwinkels liegt, so ist die Gonstruction einer Tan- 
gente unmöglich. 

in. Sei drittens der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse, 
so lassen sich zwei F&lle untmcheiden. 

1) Der Punkt P liegt im L infang derselben. 
Fig. 113. Fälle von P auf die Achse ein Loth PD, und wenn A,B 
die Scheitel der Achse sind, bestimme in deren Verlängerung 
einen Punkt J?, so dass AB : BE=AD : BD, dann ist EP die 
Terlangte Tangente. (1. 34) 

2} Der Pnnkt P liegt beliebig ansserhalb dersdlben. 

Fig. III. Ziehe von P dwch den Mittelpunkt C nnd, wenn A,B 

die hierdurch erhaltenen Scheitel sind, bestimme in AB einen 
Punkt D dergestalt , dass AD : BD = AP : BP, ziehe ferner 
nach Vorigem in A oder B eine Tangente und eine Parallele 
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damit durch D, Avelche die Ellipse in E,F trifft, dann sind 
PEjPF die verlangten Tangenten. (L 34. T. 47.) 

§. 50. Aufgabe 7. An einen gegebenen Kegelschnitt 
eine Tangente zu ziehen^ die mit der Achse nach der Seite 
des KegeUoimitts sa dnem gegebenen spitsen Winkel bildet. 

1. Für die Parabel 

Sei eine Parabel mit dem Scheitel A nnd der Achte 

AFy sowie der spitze Winkel a gegeben; man soll an 
erstere eine Taugente ziehen, die mit der Achse nach der 
Seite des Schnitts zu den Winkel DEA — a bildet. 

Anaiysis. Ist an einer Parabel AD im Punkte D die 
Tangente gezogen, welche die Achse im Punkt E unter dem 
verlangten Winkel schneidet^ nnd von D auf die Achse das 
Loth DF gefiUlty so vie AD gesogen, bo ist das Dreieck 
DBF durch zwei Winkol der Grestalt nach bestimmt, und 
weil EA^AF, auch der Punkt A in der Grundlinie, also 
der Winkel DAF gegeben. 

Construct. Trage an einer beliebigen Linie GH in // i-ig. ii5. 
einen Eechten und in G den Winkel a an, verbinde die er- 
haltene Spitze J des Dreiecks mit der Mitte K von GH\ 
trage nun an die Achse der Parabel im Scheitel A nach in- 
nen zu den gefundenen Winkel JKH nach beliebiger S&Jke 
an und ziehe in dem Dnrehschnittspunkt J> des erhaltenen 
Schenkels mit der Parabel die Tangente an dieselbe, so ist 
dies die verlangte. 

Bew. Ist E der Schneidungspunkt der Tangente mit 
der Achse, DF das von D auf die Achse gefällte Loth, so 
ist /\DAF /\JKH aus zwei Winkeln, also DA :AF=i 
JK.KH, also auch DA :AE = JK:KG und also j^DAE 
A '^KG aus 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, 
folglich / DEF = /_ JGH — a. q. e. d. 

A n m. D* der Winkel JKH nach zwei Seiten der Achse cn angetragen 
werden kann, eo giebt es zwei Tangenten, die der Aufgabe genfigen. 

IL Für die Hyperbel. 

Sei «n spitzer Winkel a und eine Hyperbel AD gege- 
ben; man soU an diese eine Tangente, ziehen, die mit der 
Achse nach der Seite der Hyperbel zu einen Winkel DEA 

gleich a bildet. 

Anal. Ist im Punkte D einer Hyperbel eine Tangente wg. ue*. 
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gesogen^ die die Achse im rankte E unter dtin vorlanp^ten 
Winkel sclinoidet, und DF das von D auf die Aclise getäiltc 
Loth, C der i\littelpunkt, A,B die Scheitel , so ist nach 1. 37. 
T)F^ : FE • FC = rit, und d i weji^en des bekannten Winkels 
DEF das VerhiltnisB DFiFE gegeben ist| ist «ach durch 
Division DFiFC mithin der Winkel DCF g(^;eben. Man 
bemerkt ferner, dass, da die yerlttngerte ED die Asymptote 
in einem Pnnkt G treffen mnsB, der Winkel DEF oder a 
grösser als der halbe Asymptotenwinkel GCE sein muss. 

Construct. Errichte in einem beliebigen Punkt J auf 
einem Schenkel des Winkels a, dessen Scheitel H.iei, ein 
Loth, das den andern Schenkel in K trifft, und bestimme auf 
der yerlüngerten JH einen Funkt M, so dtatsKJ^ : JH- JM b 
r:t*), siehe MK nnd trage den Winkel KMJ an die Achse 
CA der Hyperbel im Punkte C nach der Seite der Hyperbel 
zu an, bis sein Schenkel die Hyperbel in D trifit, so ist 
die in D gezogene Tangente DE die verlangte. 

Bew. Man zielie von D die Ordinate DF und die Linie 
DCf so ist A PFC /\ KJM wegen gleicher Winkel, also: 
1) KJ:JM = DF:FC'^ weil aber (2) KJ* .JH-JM^rzi 
nach Construct* und (3) DF* tFE'FC^nt nach 1.37., ist 
KJ^im^JM^DF^iFB'FC, welches durch (1) dividirty 
giebt KJ:Jff=:DF:FB, also ist ^KHJo^ /\DEF nnd 
folglich /_ DEF = KH.J = a, wie verlangt war. 

Jla bleibt noch zu zeigen, dass, wenn der gegebene Win- 
kel a grösser als der halbe Asymptotenwinkel ist, die Con- 
struction immer ausführbar ist. 

Sei JHL gleich dem halben Asymptotenwinkel nnd werde 

in A auf CA ein Loth errichtet, das die Asymptote in O 
triflft. Kun ist CA'^ : AO^ =t :r nach II. 3., also auch HJ^- : 
JL^ =t :r und folglich HJ^ :JK^ <it;r\ weil nun /// • MJ: 
JK^ == t : r nach Construetion , niuss MJ>HJ und folglich 
Mf^ :JK*::>t.r, also MJ* i JK^ :> HJ^ : JL^ oder MJiJK 



*) Anm. Di« BMtimmnng des Panktas M gesdhieht «nn ebUkchsteB so, 

dass man zuerst ]iJ=.i und dann JM= — macht; denn dann ist in der 
Thal 

KJ* :JM' JM = JM*tx JE' JM=riL 
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HJ : JLy woraus folgt , dass der Winkel KMJ kleiner als 
der halbe Asjmptotcnwiaikel LHJ ist, und in diesem Falle 
wird der Schenkel des an AC in C angetragenen Winkels 
KMJ nothw endig die Hyperbel schneiden ^ also die Con- 
Btraction. ausführbar sein» 

Anm. Da der Winkel EMI an swei Seiten ron CA nngetngen v«rdeo 
kann, lind svei Tangenten möglich, die der An^Oie genfigen. 

m. Für die Elfipse. 

Sei ein Winkel a. — KHJ und eine Ellipse gegeben; aniMg. ii6b. 
diese eine Tangente zu zielicn, die mit der Aehse nach der 
Ellipse zu einen W^inkel gleich a bildet. 

Analjsis. Wäre DE die verlangte Tangente, DF die 
Yon D an die Achse gezogene Ordinate und DC die Linie 
nach dem Mittelpunkt, dann mfisste DF* : CF* FEss r : i und 
da DFiSF durch die Winkel gegeben ist, so ist auch DFx 
CFf jnitlutt der Winkel DOF bekannt 

Construction. Mache einen Schenkel HJ des gege- 
benen Winkels a gleich t, errichte in J ein Loth, das den 
andern Schenkel in K trifft; bestimme in der verlängerten 
HJ einen Punkt M, so dass r : KJ = KJ : JMj ziehe KM Und 
trage den Winkel KMJ in C an die Achse der Ellipse be- • 
liebig an; trifft nun der Schenkel die Ellipse in so ist 
die in D gezogene Tangente DE die rerlangte. 

Bcw. Ist DF noch die in D gezogene Ordinate an die 
Achse, 80 ist DF^- : CF - FE = r : t und da auch KJ^ : JM* 
JH=JMr: JM -JH^^rit, ist DF^ iCF'FE = KJ^ : JM • 
JH, Weil aber ^ CDF x.. ^ KMJ, rauss DF : CF z=KJ :MJ 
und- deshalb 9xx(^ DFiFEj^^KJiJH, und folglich /^DEF 
ssR KHJ:=si üL sein. 

§. 51. Aufgabe 8. An einer gegebenen Parabel oder 
Hyperbel eine Tangente zu construiren, welche mit dem 
durch den Berührungspunkt gehenden Durchmesser einen ge- 
gebenen spitzen Winkel bildet. 

Wenn eine Parabel gegeben ist, so ergiebt sich aus d^m 
ParaUeliamus der Durchmesser leicht, dass man nur die vorige 
Aufgabe aufzulösen hat. 

Sei eine Hyperbel AD und ein spitzer Winkel a gege- rig, 117. 
ben, es soll an erstere eine Tangente gesogen werden , die 
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mit dcTii nacli dein BtTüliruncrspunkt gezogenen Durchmesser 
einen Winkel gleich a bildet 

Analys. Wäre DE die verlangte Tangente, CD der 
Durchmesser nach dem BerühnmgBpnnkt; DF die von D an 
die Achse gezogene Ordinate, eo wlre in der Figur CDF 
der rechte Winkel bei Ff der Winkel CDE und das Veihilt- 
niss DF^ : FE 'FCs= r 1 1 bekannt; daraus ist aber ihre (Ge- 
stalt bestimmt; denn beschreibt man über einer beliebigen 
Länge als Sehne einen Kreisbogen, der den Winkel a als 
Periplieriewinkel enthält, und fällt von einem beliebigen Punkt 
des Kreises 6 ein Loth 64> auf die verlängerte ys, so ist, wenn 
X der zweite Schneidungspuukt dieses Lothes mit dem Kreis 
ist, i4>^ s= : di^ • ^ ssz i<l) : (p\, weshalb sich die 

I . Lage des Lothes ans dem gegebenen Verhältnise : ^ • ^ 
leicht bestimmen iKsst. 

Construct. Man ziehe eine gerade Linie ty nnd be- 
schreibe darüber einen Kreisbogen, der den Winkel a als 
Peripheriewinkel enthält, schneide auf einer andern beliebigen 
geraden Linie von einem Punkt G aus das latus rectum und 
transversum nach derselben Seite zu den Punkten H und / 
, ab, halbire HJ in K, fälle vom Mittelpunkt des über 
beschriebenen Kreisbogens ein Loth jui auf ey und theile es 
durch den Punkt ß, so dass p : j9v = KO : HG, nehe von ß 
eine Parallele mit ey, welche den Krds in ä ianßt, «ehe 
und trage den erhaltenen Winkel &ys 93i CA im Punkte C 
an, bis sein Sehenkel die Hyperbel in D triffl, 80 ist die in 
D gezogene Tangente DE die verlangte. 

Bew. Man ziehe noch 6e und das Loth 6(p von d auf 
ys, welches verlängert den Kreis zum zweiten Mal in X trifft, 
femer das Loth DF Ton D auf die Achse und im Scheitel A 
die Tangente, die eine Asymptote in L trifft Nun ist zu- 
nächst zu zeigen, dass der Schenkel des an CA angetragenen 
Winkels die Hyperbel nothwendig treffen muss. Es ist 

(1) CA^:LA^=tir{lL^, und da iißißv =^*^:r, 2fiß 

oder X* : d<|» SS5 / — • r : r aUo auch X<|) : = / : r, oder, wenn 

das erste Vcrhältniss mit d<|> erweitert imd i'^y ■ statt \<\) • 
gesetzt wird, (^y - : 6<l)'^ = t : r und folglich (2) <py^ : ö^)^ >► 
/ : r, welches mit (1) verglichen zeigt, dass (py:ö<p>' CA: LA, 
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folglich Winkel dy^ kleiner als LCA ist, und also sclinoidet der 
Schenkel des im CA angetragenen Winkels öy(^ nothwendig 
die Hyperbel. Nun bleibt zu zeigen, das» die im Scimei- 
dungspunkt D gezogene Tangente DE mit dem Durchmesser 
CD einm Winkel gleich a bildet Es ist /\DFC <^ /^^^ 
wegm gleicher Winkel, und da DF* :FE»FC^r:t nach 
L S7. nnd :^*(^8sr wie oben gezeigt ist, also 
(8) DF^ :FE>FCs=^^^ :4yy ' c/jc, nnd aus obiger Aehnlichkeit 
(4) DF:FC=d4>:(py, also (3) durch (4) dividirt DF : = ' : 
d(^:(f>£, folglich Winkel FDE=ipdsy welches von den glei- 
chen Winkeln FDC,<i>dy subtrahirt, giebt EDC = t&y und also 
gleich a, w. z. b. w. 

§• 52. Lehrsatz 44. Der spitze Winkel, den eine Tan- 
gente an einer Ellipse mit dem nach dem Berührungspunkt 
gezogenen Durchmesser bildet, ist nicht kleiner als der Ne- 
benwinkel des Winkels, den die yon den Endpunkten der 
grossen Achse nach einem Endpunkt der kleinen gezogenen 
Linien bilden. 

Sei eine Ellipse mit dem Mittelpunkt der grossen 
Achse AB und der halben kleinen CD gegeben, AD und BD 
und in einem beliebigen Punkt E des Umfangs sowohl der 
Halbmesser EC als auch die Tangente gezogen, die die ver- 
längerte Achse BA in F, die verlängerte BD in G trifft, so 
wird behauptet, dass der Winkel CEG nicht kleiner als 
Winkel ODA ist. 

Sei erstens BD || CE, dann ist, weil AC=BC, wenn H der pis. tis. 
Durchschnitt von AD und CE ist, auch AH^DH und folg- 
lich FG Ii AD (Umkehr, von 1. 47.), also Winkel CEG = GDH. 

Sei ferner BD nicht parallel CE und noch von E an die Fig. U9. 
Achse die Ordinate EJ gezogen. Nun ist Winkel ECJ un- 
gleich Winkel DBC, also auch DC^ : CB^ ungleich EJ^ : CJ^y 
und da DC^ : CB^ =EJ^:CJ- JF, ist CJ-JF ungleich C.n, 
also JF ungleich CJ. Sei nun ein beliebiger Kreis und darin 
dne Sehne XY gegeben, so dass der zu XY gehörige stumpfe 
Peripheriewinkel gleich ADS ist, femer von der Mitte des 
Bogens 8 ein Durchmesser 8MQ gezogen, der XY in P 
schneidet. Nimmt man nun in XY einen Punkt L, so dass 
XL:LY—CJ:JF und zieht in L lothrecht gegen die 
Sehne NO, deren Mitte R ist, so ist zunächst leicht zu zei< 
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gen, dass JVL» : XL - LY <: SP^ : PX^, also kleiner als : 
AC - CB oder als . cj . JF Ist. Denn iVL^ : XL - LY =i 
NL^ :NL'LO = NL : LO = ^R —RL :NR-\-RL und da in 
letzterem Verbältniss das Vorderglied kleiner als das Hinter- 
glied ist, wird es Tergrössert, wenn beide Glieder um das- 
selbe Stück wachsen; also wenn in beiden. SM statt NR ge- 
setzt wird, also bat man, da RL=iPM ist, NL^iJCL'LY 
<:8M^NP:8M+MP, d.h.alsSP: JQ oder 8P^:8P'PQ 
oder 8P^ : JCP>. Nimmt man also in der Tertengerten LN 
einen Pnnkt T, so dass TO* : XL - LY^ 8P» : PX* = EJ^ : 
CJ-JF, 80 ist ^ ÄTy ähnlich A denn da XL :LY = 

CJiJF, ist A7.2 : XL ' LY = CJ^ : CJ ' JF und da TL^ : XL • 
Ly = : CJ' JF, ist durch Division XL^ : TL^ = CJ^ :EJ^, 
also A -^-^ ähnlich /\ CJE und auf gleiche Weise A 
ähnlich /\FJE. Mithin ist, da / XTY kleiner als / .XATF, 
letsterer aber gleich ADB, anch / CiEF kleiner ab ABB nnd 
sein Nebenwinkel OEC grösser als ADO, w. s. b- w. 

§. 53. Aufgabe 9. An eine Ellipse eine Tangente zu 
ziehen, die mit dem nach dem Berührungspunkt gezogenen 
Durchmesser einen gegebenen spitzen Winkel bildet, welcher 
jedoch nicht kleiner sein darf als der, den zwei Linien von 
den Endpunkten der kleinen Achse nach einem Endpunkt 
der grossen gezogen bilden. 

Sei eine Ellipse mit der grossen Achse AB, der kleinen 
DK, dem Mittelpunkt C und ein spitzer Winkel a nicht klei- 
ner als der Winkel DAK gegeben, man soll eine Tangente 
GEF an die Ellipse ziehen, so dass der spitze Winkel GEC 
gleich OL ist. 

Flg. 118. 1) Sei a = DAK, Man ziehe AD, halbire es in H, ziehe 
CH, bis es die Ellipse in E trifft, so ist die durch M mit AD 
gezogene Parallele die verlangte Tangente. 

^ 119 und ^) a^DAK, also sein Nebenwinkel ß <: ADB. 
Man zeichne einen beliebigen Kreis und darin eine Sehne 
XY, so dass der dadurch gebildete kleinere Bogen den Pe- 
riplieriewinkel ß enthält, ziehe von der Mitte S dieses Bo- 
gens einen Durchmesser SPMQ und bestimme in SP einen 

Punkt Z, so dass ZPzZM= r : ziehe durch Z eine Pa- 
rallele mit XY, die den Kreis in N trifft, trage den Winkel 



.NXY an die Ackae CA im Punkte C an ; trifft nun der Schen- 
kel die Ellipse in so ist die Tangente in E die verlangte» 
Beweis. Ziehe nodi Yon N aus die Sehne NLO pa- 
rallel mit 8Q, 

Da nach YorauBsetzimg der Winkel ß = WY kleiner 
alB JDB ist, ist XP PYxSF^ oder PQ :8P<:AC' BCiDC*, 
d.h. als tiVj mithin ; wenn mau auf beiden Seiten 1 addirt 

nnd die Vorderglieder halbirt^ 2 ^^ *^-^'< "X"* >*> 

da ZM:ZF=*-^:r, ist also SP <ZM: -^P oder, wenn 

man anf beiden Seiten ! snbtrahirt, PMi8P<zPM:ZPf also 
SP^ZP; folglich muss die durch Z gezogene Parallele 
den Kreis nothwendig schneiden und die Construktion immer 

möglich sein. Nun folgt aus ZFiZMs=r:^ leicht ZPi 

2ZM^ZP^r:tf also auch NL:LOoAetf^* iXL-LY^ 

r:t] da aber EI' : C/ • /F = r : / und A ^^^^^ ähnlich A CZ-^^j 
also NL : XL — EI : /C, folgt durch Division auch NL : L Y 
= EI:IF, also ^NLY ähnlich ^EIF und Winkel LNY = 
JJEF, also auch Winkel ß = XNY=z CEF. w. z. b. w. 



Drittes Buch des Apollonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



§. 1. Lehrsatz 1. Wenn zwei Tangenten einoa Kegel* 
Schnitts sich schneiden nnd die Durchmesser nach den Be- 
rührungspunkten gezogen und yerlängert werden, so ist das 

Dreieck, dessen Ecken ein Berührungspunkt, der Durch- 
scliultt des nach diesem gezogenen Durchmessers mit der 
zweiten Tangente und der Kreuzungspunkt der Taugenten 
sind; gleich dem andern ähnlich gebildeten Dreieck. 
Fi«.iii-m. Seien A, B zwei Funkte eines Kegelschnitts; in welchen 
Tangenten gezogen sind, die sich in F krenzen; sei femer JD 
der Durchsc^itt der Tangente in A mit dem nach B gezo- 
genen Durchmesser und E der Durchschnitt der Tangente 
In B mit dem nach A gezogenen Durchmesser^ so wird he- 
bauptel^ dass ^AEF=^ /\DBF, 

Constr. Ziehe von B eine Parallele mit AD, bis sie 
EA in G trifft. 

Fig. 121. Beweis. 1) für die Parabel. Nach I. 35. ist = ^G^; 
•da nun AG = BD, ist EA = BD, und da die Dreiecke AEF 
und BDF ausserdem noch gleiche Winkel hahen, sind sie 
congruent; also auch gleich. 
¥ig.issuis4. 2) fdf Ellipse und Hyperbel Nach 1. 37. ist CEiCA 
==:CA:CG, Da nun CA:CG^CD:CB, ist auch CS: CA 
=:CD:CB und folglich /\CAD = ^CBE, oder wenn man 
auf beiden Selten das Stück CEFD bei der Hyperbel und 
CAFB bei der Ellipse abzieht oder hinzufügt, so erhält man 
^AEF=z/\DBF, q. e. d. 

Anm. Bei der Ellipse sind in der Figur zwei Fälle zu unterscheiden, je 
nachdein die Funkte A und A', B und D aai derselben Seite des Mittelpunkte 
oder auf rerschiedenen Seiten liegen. 
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§. 2. Lehrsatz 2. Wenn ausser den im vorigen Lehr- 
satz angenommenen Linien noch von einem beliebigen Punkt 
des Kegelschnitts Parallelen mit den Tangenten gezogen 
werden^ so ist das Viereck aus diesen beiden Parallelen, 
einer Tangente und dem nicht dazu gehörigen Durchmesser 
gleich dem Dreieck , das Ton derselben Tangente, dem dasii 
gehörigen Durchmesser und der Parallelen mit der andem 
Tangente gebildet ist . 

Sei unter denselben Bezeichnungen wie im Torigen Lehr- fik.iss-iso. 
satz G der auf dem Kegelschnitt angenommene Punkt und 
treffe die mit der Tangente in A gczogmie Parallele die • 
Tangente in B im Punkt H und den durch B gellenden Durch- 
messer in Kj ferner die mit der Tangente in B gezogene 
Parallele die Durchmesser von A und B bcziclilich in / und X, 
SO wird behauptet, dass Viereck GHEl gleich Dreieck HBK ist. 

Beweis. Es ist in allen 6 Figuren bei der Parabel 
nach L 42., bei Ellipse und Hyperbel nadh L 43. /\GLK=: 
BUE, Subtrahirt oder addirt man nun auf beiden Seiten 
das Stück LBHG, so erhält man die Behauptung. 

§. 3. Lehrsalz 3. Wenn ausser den im Lelu'satz \. 
angenommenen Linien von zwei beliebigen Punkton des Ke- 
gelschnitts Parallelen mit den Tangenten gezogen worden, 
so sind die Vierecke, welche von drei dieser Parallelen und 
je ^em Durchmesser so gebildet werden, dass jedes an 
«nen der beiden beliebig angenommenen Punkte anstösst, 
dnander gleich. 

Anm. Ks lassen sich an jedem der heidcn Punkte vier derartige Vier- 
ecke bilden, und da die Vierecke, die nach dem Lehrtiat/, gleicli sein sollen, 
nicht beide an denselben Durchmesser anstossen, so bleiben für jedes an eineni 
Funkt ausgewählte nur zwei an den andern Punkt unstosacndu zur Verglei- 
ehiing, ans welchen das liclitige leicht nnsznwähleii ist. 

Seien A und B wie früher die Punkte, durch welche Fig.fsi.iss. ' 
Durchmesser und Tangenten gezogen sind, femer C, D zwei 
beliebige Punkte, entweder beide zwischen A und B oder 
beide ausserhalb und auf derselben Seite angenommen; wer* 
den nun durch C und D Parallelen mit den Tangenten ge- 
Eogen und schneidet die von C ausgehende mit der Tangente 
in B den Durchmesser von ^ in G, die von D ausgehende 
denselben in dagegen die von C ausgehende Parallele mit 
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der Tangente in A den Durehmtsser von B in H, die von 
JD ausgehende denselben in J, ist ferner E der Xreuzungs- 
punkt von CH mit DF, so ist zu beweisen, dass Yiereek 
CßFG = Viereck DEHI. 

Beweis. Seien noch M, K nnd L die Diirchschnittt- 
pnnkte der Linien CG, BF nnd BH mit der Tangente in A, 
so ist nach vorigem Paragraph 

1) DILK^ /\AKF, 

2) CHLM=- /\AMG, 
woraus durch Subtraktion entsteht 

3) DIHE ±MKEC= ±FGMK oder DIHE= CEFG. 

Anm. 1. Die Bedeutung; der Zeilen (1) und (2) isl in den beiden ersten 
Figuren einleuchtend, und bei Zeile (3) ftir diese nur zu unterscheiden, dass in 
der ersten das Minuszeichen, in der zweiten das PUiszeichen vor MKEC^ wäh- 
rend auf der andern Seite in beiden riillen das Pluszeichen zu nehmen ist. In der 
dritten Figur sind die Vierecke DILK und CLILM sogenannte überschlagenc 
Vierecke, deren Inhalt dem Unterschied der beiden Dreiecke, aus welchen sie 
bestehen, gleich zü setzen 'ibt\ auch kann über das Zeichen dieses Untersclüe- 
des kein Zweifel sein, denn fti iT der Dudiielinitt^ankt von 0& mit BIf 
nnd denke man sieh den Pnnkl O dem Ptonkte B n&heni nnd ihn fibenehiei- 
ten, 80 wild dann das ^ereck CBLM in ^ on&chei fibergehen, wdehes 
podtir an nehmen ist, abo ist CHLM=LMN~ CNH nnd ebento, wenn 0 
der Kienznngspankt ron DK nnd J3J iat, DILK^ LEO — DOI, 

Anm. 2. Es findet aicli in ^aem SaU une Anmerkung dea Entocina, 
dan die bei der Behauptung vorkommenden Vierecke nur dann entstehen, 
wenn die beiden Punkte C und D entweder beide zwischen Ä und B oder 
beide ausserhalb derselben angenommen werden; wenn aber einer von ihnen 
zwischen ^1 und B und der andere ausserhalb angenommen wird, entständen 
die Vierecke nicht; dies ist jedoch nur so zu verstehen, dass in den erstge- 
nannten Fällen die Vierecke einfache convexe Vierecke sind, iiu letzten Fall 
dagegen eins derselben ein überschlageucs Viereck ist; wie man sich .durch 
Zdchnnng dner Figur leicht fiberzengen kann. 

§. 4. Lehrsatz 4. Wenn au jeden von zwei Gegen- 
schnitten eine Tangente geaogeif wird; so dass diese Tan> 
genten sich schneiden, und wenn die beiden Darchmesser 
nach den Ber&hrungspunkten gezogen und Uber den Mittel- 
punkt yerlSngert werden, so ist das Drmeck, dessen Ecken 
ein Berührungspunkt, der Kreuzungspunkt der Tangenten 
und der Durchsclmltt des von diesem Berührungspunkt aus- 
gehenden Durchmessers mit der am andern gezogenen Tan- 
gente sind, gleich dem andern ähnlich gebildeten Dreieck. 
Tig. IM. Seien in den Punkten A und B zweier Gbgenschnitte 
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Tangenten gezogen, die sich in F kreuzen, ferner in A der 
Durchmesser ACy der BF in Ej und in B der Durchmesser 
BC, der AF in D schneidet, so wird behauptet,, dass /\AFE 
=z/\BFD ist. 

Man ziehe in dem Punkt G, wo der Durchmesser AC 
den Gegenschnitt trifft, die Tangente, welche BC in H 
achneidet, so ist ^ACD congruent ^CGH, aber /\CGR 
nach §. 1. gldch /\ CBE, folglich, wenn man zu den glei- 
chen Dreiecken ACD und CBE das StQck a>FE hinsufugt, 
/\AFE=/\BFD. 

§. 5. Lehrsatz 5. Wenn zwei je an einen Gegen- 
schnitt gezogene Taugenten sich schneiden und von einem 
beliebigen Punkt eines der beiden Gegenschnitte zwei Linien 
gezogen werden, eine parallel der Tangente an diesem Ge- 
genachnitt und die andere parallel der fiertthrungssehne, ao 
ist das yon diesen beiden. Parallelen und dem xiach dem 
Ereuzungspunkt der Tangenten gezogenen Durchmesser ge- 
bildete Dreieck vermindert um das ihm ähnliche Dreieck, 
das am Kreuzungspunkt entsteht, gleich dem Dreieck, das 
die mit der Berührungsseline gezogene Parallele mit der vor- 
erwähnten Tangente und dem Durchmesser nach ihrem Be- 
rührungspunkt bildet. 

Seien in den Punkten A und B zweiw Gegenschnitte Fif.i864S7. 
Tangenten gezogen, die sich in Z) kreuzen, und von einem 
beliebigen Punkt E eines der beiden Gegenschnitte an den 
Durchmesser CD die beiden Linien EG \\ AD und EF g AB 
gezogen, sei femer H der Punkt, in welchem die Tangente, 
und / der, in welchem der Durchmesser AC die Linie EF 
schneidet, so wird behauptet: /\EFG — /\HFD = /\AHL 

Beweis. Nach 1. 45. ist /\EFG =-- /\ CFI-\-/\ACD, 
und subtrahirt man auf beiden Seiten /\ HFD, so erhält man 

^EFG — AjEö^-ö = A C'i^^ + A ^cd — A^^ 

= /\AJn, q. e. d. 

AniD. Es mag noch derselbe S«te au einer dnCaclien Hypeibet bewiesen 
werden. Seien also in den Paukten Ä nnd B einer solchen Tsi^ienten diePis. iss. 

sich in P kreu/.en, und von einem andern befieb^^ Punkt E JE^i^ parallel » 
AB und J£G pamllül AD bis an den Durchmesser CD gezogen , seien ferner 
ff und / die Punkte , in welchen £F die Linien JJ) und Aö schneidet, so 
ist SU bewmen, dass 

A FDS-^ A FG£ = A AMI. ^"f!'"*^ *' " ' 

ApoUonios, Kegelschnitte. 7 1 1) ) ü ui V 

I " pr 

.j^.dby Google 
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Zieht man noeh im Schoitd X dw Tangentt X7 Int an den Dmehinee- 

■er CA, so ist nach IIL §. 1. t^CXY =i tlODA und nach L f. 43. t;^EFQk 

^{^XYIF, also: 

CQEI = A OFI — A OFE = A CFl — FXYl = ^CXY— l\ CDA, 
und subtrahirt man von CGEJ = /\CDA das gemeinsame CDSXf ao hleürt 
mEM= {^ÄSI oder C^FJJH— £^FQE= £^AJIL «i. e. d. 

§. 6. Lehrsiix 6. Wenn an zwei Gegcnscbnitten zwei 

rieh Bchneidende Tangenten und die Durchmesser nach ihren 
Berührungspunkten, ferner von einem beliebigen Punkt eines 
der beiden Gegensclmittc Parallelen mit den Tangenten ge- 
zogen werden, so ist das Viereck zwischen diesen beiden 
Parallelen^ einer Tangente und dem nicht zu ihr gehörigen 
Durchmesser gleich dem Dreieck, das an derselben Tangente 
und dem m ihr gehörigen Durchmesser durch eine jener 
Pandlelen abgeschnitten wird. 
Fig. 13» und Seien und B die Punkte , in welchen die Tangenten 
AI und BY und die Durchmesser 4D, BE gezogen sind, F 
ein beliebiger Punkt eines der beiden Gegenschnitte und 
FG II BY, bis es AI in G trifft, FH \\ AI, bis es BE in H 
trifft, gezogen, sei ferner der Durchschnittspunkt von AD 
und FG, 80 wird behauptet, dass 

FäIG = /\AKG. 
Ist X'der Schneidungspunkt von FO und BC, so kann' 
man die Behauptung auch schreiben: 

Beweis. Man ziehe noch in D die Tangente, die FG 

in M, BE in L 'schneidet; ist nun Y noch der Schneidungs- 
punkt der Tangente in B mit AD, so ist nach 1. 44. und 
III. 1.: 

£^FXH=^CXK — /\CBY=:/\CXK-~/\CAI, also 
A CdLT = A CXK— /\FXH 
und fügt man auf baden Seiten das Viereck CKGI hinzu, 
so ist 

/\AKG^ /XXIG-- /\XaF. q. e. d. 

§. 7, Lehrsatz 7. Wenn in zwei beliebigen Funkten 
sweier. Gegenschnitte (die nicht Endpunkte eines Durch- 
messers sind) Tangenten und Durchmesser und von zwei 
andern beliebigen Punkten Parallelen mit den Tangenten 
gezogen werden, welche sowohl den Durchmessern als je 
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einer Tangente begegnen, so sind zwei Vierecke, deren jedes 

aus drei dieser Parallelen und einem Durchmesser gebildet 

wird, BO dag0 es an einen der zuletzt angeDommenen Punkte 

anstSssty emander gleich. 

Abid. Diwer Sati, wdcher «ine Aosdehnniig d« §. 8. auf CtogenMhnMte 
wird ftr melyrere Fifio beiondert bewieien, pSmUeh 
1} weDtt (Be beiden snleUt aoemoiiiiiMlkmi Piuikle in dan ^Diailni der 

Gegenschnittc zwischen den zuerst angenommenen Punkten and zwischen den 
Eodponkleo der von ihnen ausgehenden Durchmesser liegen, im vorliegenden §. 7. 

2) wenn einer der Punkte zwischen den Endpunkten der Darchmesser liegt 
and der andere ein solclier Eiulpuiikt selbst ist, im §. 9. 

3) der Fall, in welchem beide Punkte ICndpunkte der Durchmesser sind» 
fuhrt zurück auf Lehrsati 4 , doch ist für diesen Fall im §. 8. die Gleichheit 
zweier andern Vierecke bewiesen. 

4) der Fall, in w^hem die beiden Punkte aosserhalb der snent ange- 
nommenen -Punkte und der Endpunkte der von ibn«i anefi^ehenden Durebmee- 
av liegeii, in f. 10. 

5) 4er FaD, dam einer der Punkte swieehen den zuerst angenommenen 
Punkten, der andere auneriialb der Endpnidrte der von dieien auegelienden 
DnrchmeeMr Bflg^ kann gleidi&lle Idcbt erwiesen werden. 

Seien in den Punkten A und B eines von zwei Gegen- Wg* i4i. 
schnitten Tangenten und Durclimesser AD, BE gezogen, 
und von zwei andern Punkten F und G, deren einer auf 
der einen Hyperbel zwischen A und B, der andere auf der 
andern zwischen D und E liegt, Parallelen mit den Tangen- 
ten, welche einander in den Punkten H und Xf den Durch- 
meeseni in den Punkten K, L begegnen, so wird be- 

hauptet 

FIKH^ GLMH oder FXLM^'OXIK. 
Beweis. Seien N, 0, P die Punkte, in welchen BC, 

FI, GH die Tangente in A sclineiden. Nun ist nacli vori- 
gem Satz: 1) /\AKP^LGPN und nach §. 2. ^ AIO 
s=z FONM'y setzt man also in (1) statt des Stückes AIO 
das ihm gleiche Viereck, so ist das Vieleck IKPNMF = 
LGPN,^ und %t man hierzu noch das StUck NMHP, so 
eiUt man FIKH= QLMH. q. e. d. 

§. 8. Lelirsatz 8. Wenn in zwei Punkten A und B 

eines von zwei (icgenschnitten Tangenten und Durchmesser 

und in den beiden andern Endpunkten dieser Durchmesser 

Parallelen mit den Tangenten gezogen werden , so sind die 

Vierecke, welche diese Parallelen mit je einer Tangente und 

7» 
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dem nicht dazu gehörigen Durchmesser bilden^ einander 
gleich. 

rig. itt. Seien in den Punkten A und B eines von zwei Gegen- 
schnitten die Durchmesser AD und BE und die Tangenten 
und m den Punkten D, S Parallelen mit den Tangenten ge- 
. zogen y welche mh je einer Tangente und dem nicht dam 
gdbörigen Durchmesser die Vierecke EFGH und DIKL bil- 
den, so wird behauptet, dass DIKL = EFGH, 

Sei M der Kreuzungspunkt der Tangenten in A und B, 
und GK und AB gezogen, so ist nach III. 1. /\ AMG = /\BMK, 
und addirt man hierzu /\GMK, so ist /\AGK= /\BGK, 
also AB parallel GK und CG . CA — CK . CB , also auch 
2CA:CA—'CG:=2CB:CB — CK, d. h. AD : AG = BE : BK, 
aber wegen Aehnlichkeit der Dreiecke AGM und ADL und 
BKM vaid BEH verhSli siah ^ ADL i ^ AGM :=^AD^ lAG^ 
und /\ BEH . /\BKM^ BE^ : BK^, also auch 

^ADL : /\AGMz= /\BEH: ^BKM 
und da /\AGM=z^BKM, ist auch /\.4DL = /\ BEII, 
also, wenn < man /\ACK= /\BCG subtrahlrt, DCKL = 
ECGH und addirt man hierzu /\2)C/ = ^£CF, so erhält 
man DIKL = EFGH. q. e. d. 

Fi«. 148. §. 9. Besonderer Fall zu Lehrsatz 7. Wenn in zwei 
Punkten A und B eines von zwei Gegenschnitteii Tangen- 
ten und Durchmesser AD, BE, yon einem Punkt F des an- 
dern G^enschnitts zwischen D und E Parallelen FH 
mit den Tangenten in B und A bis an die Durchmesser AC, 
BCf endlich im Endpunkt D Parallelen DKI und DL mit 
den Tangenten in A und B gezogen werden, so ist zu be- 
weisen, dass 

1) /\DIC s:: FHCG und 2) DLFG = HLDI. 

Fig. IM. Beweis. Es ist nach III. 2. /\DKG= FHIK und 
fttgt man hieonm noch ül/CG, so ist ^DIC^ FHCG*, fügt 
man aber FKDL hinzu, so ist DLFG = HLDL q. e. d. 
§. 10. Besonderer Fall zu Lehrsatz 7. Seien in den 
* Punkten A und B eines yon zwei Gegenschnitten Tangenten 
und Durchmesser AD, BE und von zwei andern Punkten F 
in der einen Hyperbel ausserhalb AB und G in der andern 
. ausserhalb DE Parallelen FM, FI, GL, GK mit den Tan- 
genten bis au die nicht zu diesen Tangenten gehörigen 
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Durchmesser gezogen. Hind H und X die Punkte, in denm 
sich diese Parallelen kreuzcTi, so ist zu beweisen; dass 

1) FHKI= GHML 
oder die übersclilagenen Vierecke FXLM und GXIK einan- 
der gleich sind; d. h. wenn 8 imd Z die Krenaungspunkte 
Ton GL, AC nnd yon FI, BC sind: 

2) /\LZX^^FZM= AI8X—'^G8K 
Beweis zu Th. 1. Seien noch Ny Oy P die Punkte; in 
welchen die Tangente in A die Linien CB, FT, GH durch- 
schneidet, und DY die Tangente in D bis an den Durch- 
messer BE, BT die in B bis an den' Durchmesser CA. 
Nun ist nach I. 44. 
^ 1) A GKS=/\ CLS—/\ CAN, und da £^CBT=:/\CAN 
„^AC/Z- ACAN=AFZM^^.^^ ^^^^^ 

3) A + ACTZ = A CLS -t- ^FZM, 
und fügt man hierzu das Stück GSCZFH auf beiden Seiten 
SU; 80 erhält man 

FHKI^ GHML. qi e. d. 
Subtrahirt man Zeile 3) von X8CZ=2C8CZ, so erhält 
man ^Xr8 — A = A i\FZMy welches die 

zweite Thesis ist 

§.11. enthält dasselbe als §.5/ 

§. 12. Lehrsatz 12. Wenn in zwei Punkten je eines 
Gtegenschnitts (die nicht Endpunkte eines Durchmessers sind) 
Tangenten und awei Durchmesser; deren einer yon einem 
Berllhrungspunkt; der andere von der Ifitte der Berührung»- 
sehne ausgeht, und femer von zwei Punkten derjenigen Hy- 
perbel, von welcher aus der eine Durchmesser gezogen ist, 
Parallelen mit der Tangente an dieser Hyperbel und mit 
der Bertihriiiigssehne gezogen werden, so sind zwei Vierecke, 
welche von drei dieser Linien und je einem der Durchmesser 
gebildet werden und deren jedes an einen der angenomme- 
nen Punkte anstösst; einander gleich. 

Seien A und B zwei Punkte zweier Gegenschnitte; .^iig.itf.147. 
und BD die Tangenten in ihnen, E die Mitte ihrer Verbin- 
dungslinie, seien ferner von zwei Punkten F, G des Gegen- 
schnitts A die Piirullelcn FL, C^^f mit der Tangente in A 
bis an den Durchmesser ED und die Parallelen FH, Gl mit 
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AB bis an den Durchmesser AC gczot^cn, welche AD be- 
siehlich in N^O schneiden. Ist nun K der Kreuzungepunkt 
von FL und Gl, bo ist zu beweisen 

FmK=: GKLM. 

Sind X, Y die Punkte, in weldien FH, Gl den Durch- 
messer BclmeideD^ so sollen ans den vendiiedenen FftUen, wel- 
cke der Sate enlfiesi, für den Beweis hier folp;( nde drei behan- 
delt werden: 1) Jfund Fliegen zwischen E und D, 2) A' liegt 
zwischen E und D, Y jenseit D, 3) A' liegt zwischen E und 
Dj Y jenseit aus welchen sich die andern Fälle, wenn X 
und Y jenseit D oder jenseit E liegen, leicht herleiten lassen. 

Beweis ftir Fall 1. (Fig. 145.) Es ist nach UL 5. 

1) ^GYM ^OYD ^ ^AOI, 

2) /\FXL^^NXDi= AANH, w oraus durch Sub- 

traktion 

GKLM—FKYX+NOXX:=:NOJH, oder GKLU^FHIK. 

Für Fall 2. (Fig. HG.) 
♦ Es ist, wie oben, nach ITT. 5. 

1) /\GYM-^ /\OYD = l\AOL 

2) /\FXL — ^AZD = ^ANH, woraus durch Sub- 

traktion : 

GKLM-- FKYX^/\OYD +^NXD^ NOIH oder 
GJSML t= FKON + NOIH^ FHIK. 
Fttr Fall 3. (Fig. 147) kann zwar In Ihnlioher Art als Fall 
(1) und (2) abgeleitet werden, kürzer aber folgenderraassen: 

2) aODM = /SAIO, ) _ 

also GODM — FNDL =: /\AIO"-^ /\ AHN 

d, i. GYM'-DYO—FXL + Z)XV oder GÄLJf — J^FK 

— NXYO = ÄiVO/ 

ggPiV = OKFN addirt, giebt . 

GKLM i^XETiT. q. e. d. 
§ 13. Lehrsatz 13. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten zwei Tangenten an neben einander liegende Hyperbeln und 
die Durchmesser nach den Berührungspunkten gezogen wer- 
den, so ist ein Dreieck, dessen Ecken der Mittelpunkt, ein I^e- 
rüiinmgspuDkt und der Durchschnittspunkt der in diesem ge- 
zogenen Tangente mit dem nach dem andern gezogenen Durch- 
messw sind; gleich dem lindern tthnli<^ gebildeten Dreieck. 
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S^en A und B die Punkte dar nebeneinander liegenden fu.hs und 
Hyperbeln, D der Darcbschnitt der Tangente vA A mit dem 
DnrchmeBser yon B, E der der Tangente in B mit dem 
Dmrcbmesaer yon A, so wird bebanptet, dasa 

/\CAD = /\CBE. 

Man ziehe noch von A eine Parallele mit BE, welcbe 
CB in F Bcbneidet. £s ist nun nacb II. 20. und L 38. 
CDiCB^CBiCF, BherChiCF=iCE:CA, al8oC2><C^s:s 
CB - €E und da die Winkel bei C in den beiden Dreiecken 
CAD und CBE entweder gleich oder supplementär sind, ist 

§ 14. Lehrsatz 14. Wird unter denselben Voraus- 
setzungen als im vorigen Lehrsatz auf einer der nebenein- 
ander liegenden Hyperbeln ein beliebiger Punkt angenom- 
men und von ihm bis an den an diese Hyperbel gebenden 
Durchmesser Parallelen mit den Tangenten gezogen, so Ist das 
bierdurcb entstandene Dreieck gleich demjenigen, das die mit 
der Tangente an derselben Hyperbel gesogene Parallele mit 
den beiden Durchmessern bildet vermindert um das fihnliche 
Dreieck Uber dem an dieselbe gebenden Halbmesser. 

Seien wie vorher in den Punkten A nnd B zweier be- Fig. iso. 
naclibarter Hyperbeln Tangenten und Durchmesser gezogen, 
die sich weeliselseitig in D, E treffen, werden ferner von 
einem beliebigen Punkt F der llyperl>el B Parallelen FG, FH 
mit den Tangenten in A und B bis an den Durchmesser 
CB gesogen, von welchen FU den Durchmesser CA m I 
trifft, so wird behauptet' 

Man ziehe noch von A an den Durchmesser CB die Parallele 
AK mit BE. Ist nun r und / das latus rectum und trans- 
wsnm fUr den Durchmesser CB an der Hyperbel B, so ist; 

1) Iim:CH^^CB^^r:t, 

aber nach II. 20. und einer leichten Folgerung aus I. 38. 
auch : 

2) AK'- : CK^- -\-CB^ =r:t, also 

3) FH-^ : AK^- = CH^ — CB"^ : CK'^ + CB'^ oder 

4) ^FGH: ^ADK= /\Cm ^CBE:^CKA + 
^CBM und da liaeh vorigem Satt £^CBE^^CAD, ist 
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/\JDKz= ^ CKA -f- ^CßM, also auch ^FGH= /\ CHI— 
/^CBE. q. c. d. 

§. 15 a. Lehrsatz 15. Wenn conjugirtc Gregenschnitte ge- 
geben Bind und in xwei Punkten eines derselben Tangenten und 
DorclimeBser, yon einem Punkt einer der benachbarten Hyper- 
beln aber Parallelen mit den Tangenten bis an die Durchmesser 
gezogen werden, so ist das Dreieck, das diese Parallelen mit 
einem Durchmesser bilden, vermindert um das, welches die 
mit der Tangeute im Endpunkt dieses Durchmessers gezogene 
Parallele mit beiden Durehmessern macht, gleich dem Dreieck, 
dessen Grundlinie eine Tangente (vom Berührungspunkte bis 
zom andern Durchmesser) und dessen Spitze der Mittelpunkt ist. 

Seien in den Punkten A und B einer Hyperbel die 
Durchmesser .^C,,j9C und die Tangenten AD, BE^ die sich in 
K kreuzen , femer von einem beliebigen Punkt F die Paral- 
lelen FH mit den Tangenten ADy BE bis an den Durch, 
mcsser BC gezogen, FH aber treflfc den andern Durchmesser 
AC in I, so wird behauptet: 

^ FGH— A = A 

Man ziehe von A eine Parallele AX mit BE bis an den 
Durchmesser CB. 

Nun ist 

1) /\FGH:^ADX=Fm:AX^ 

= CB* + CH* : CX» — CT« (siehe Torigen Beweis) 
^ £:^CBE + l\,Cmi /\CAX^ /\CBB 
und da nach I. 43. ' 

A ADX= A CXA — A CBE, so ist auch 

A FGH= A ^^^^ + A q- 

§. 15b. Wenn unter denselben Voraussetzungen von zwei 
beliehic^en Punkten der benachbarten Hyperbel Parallelen mit 
den Tangenten gezogen werden, so sind zwei Vierecke, aus 
je drei dieser Parallelen und emem Durchmesser so gebildet, 
dass jedes an euien der angenommenen Ponkte anstösst, ein- 
ander gleich. ^ 

Seien ausser den oben gezogenen Linien noch von einem 
zweiten Punkt K der Hyperbel F die ParaUelen KL, KM an 
die Durchmesser BC, AC gezop;en, deren letztere den Durch- 
messer BC in N schneidet, und sei 0 der Kreuzungspunkt 
Ton FH mit KL^ so wird behauptet: FGLO=iKMIO. 
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£s ist nach dem, was oben bewiesen: 

1) ^FGH-^ ^CHI =FGCI == /\BCE, 

2) /\,KLN—/\CNM^KLCMz=z^BCE, 

also FGCJ =5 KLCM, und wenn man LCIO auf beiden Seiten 
abadeH bleibt FGLO = KMIO. q. e. d. 

§. 16. a. Lehraais 16. Wenn zwei Tangenten eines 
Kegelselinitts sicli schnöden nnd Ton einem beliebigen Punkt 
des letzteren mit einer der Tangenten eine Parallele gezogen 
wird, welche sowohl den Kegelschnitt zum zweiten Male als 
die andere Tangente trifft, so verhält sich das Quadrat des 
hierdurch auf der Tangente vom Berührungspunkt an abge- 
schnittenen Stücks zum Kechtcck der beiden Abschnitte, auf 
der Parallelen^ beide von der Tangente an gerechnet^ wie das 
Quadrat der einen Tangente zam Quadrat der andern. 

Seien A und S zwei Punkte eines KegelsclmittS; deiramg.i6t«id 
Tangenten sich in D schneiden , und von einem beliebigen ^ 
Punkt B des Umfangs eine Parallele mit BD gezogen, die » 
den Schnitt zum zweiten Mal in F und die Tangente AD in 
G Bclmeidet; so wird behauptet: 

AG^ : GE GF=AD^- :BD\ 
Seien HjM die Durchschnittspunkte von AD und GF 
mit dem Durchmesser BC, I und K die Durchschnitte von 
DB und QF mit dem Durchmesser AC und werde yon B ' 
eine Parallele mit AD gezogen; die BC in L trifft Nun ist: 
AG^ :AD* z^/\ÄGKx A 

^z/^ADI^GMBD—diBIK./^ADI 
==^BDH+ GMBD—/\ELM:/\BDH 

nach III. 1. und I. 43. 
= ^HGM — /^ELM: Is^BDH 
r= GiW2 _ ME"^ : BD* 
= GE'GF:BD^ q. e. d. 
Der Beweis gilt an Fig. 152. nnd Fig. löB., und mit 
^nziger Aenderung der Zeichen für alle Übrigen Fälle, z. B. 
Fig. 164 

§.16b. Wenn bei einer Ellipse oder einem Kreise die nach 

den Berührungspunkten gezogenen Durchmesser den Tan- 
genten parallel sind, ao findet das oben Ik'hauptcte gleichfalls 
Statt, und kann tblgcndermaassen bewiesen werden. 

ijls ist in Fig. 155., in welcher ausser den im Satz er- 
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wähnten Linien nur noch die OrdinAte SN aa den Dorch» 
messer AC gezogen nnd X der sweite DnrcfaBcfanitt Ton AC 
mit dem Kegelschnitt ist, 

1) EN^ zAN' NX= BC^ : AC^, also 

2) AG^' : GM^ — ME^ = AD : BD^ oder endüch 

3) AG^iGE'GF^ADiBD. q. e. d, 

§• 17 a. Lehniais 17. Wenn an einem Kegelschmtl, 
zwei sich schneidende Tangenten gezogen sind nnd von swei 
andern beliebigen Punkten desselben je eine Parallele mit 

einer Tangente gezogen wird, so dass diese Parallelen sich 
selbst und den Kegelschnitt noch in einem zweiten Punkt 
treffen, so verhält sich das Rechteck aus den auf einer dieser 
Linien gebildeten Abschnitten, vom Kreuzungspunkt der Pa- 
rallelen bis zum Kegelschnitt gerechnet, zu dem andern ähn- 
lich gebildeten Bechteck wie das Quadrat der der ersten 
Linie parallelen Tangente zom Quadrat der andern. 

Seien in den Punkten A nnd B eines Kegelschnitts d^an- . 
genten gezogen, die sich in D treffen, nnd von zwei andern 
Punkten desselben, E und F, von E eine Parallele mit BDj 
von F mit AD, welche Parallelen den Kegelschnitt beziehlich 
iu Cr und H, sich selbst in X schneiden, so wird behauptet: 

EX'XG:FX*XH=^ BD^ x ADK 

Oonstrnction. Ifaa siehe die Durchmesser AC, BC, 

welche den Tangenten BDy AD in den Punkten B nnd Q 

begegnen, ferner von B eine Parallele mit AD, welche BC in 
O, und von F eine Parallele mit BD, welche AC in B trifft, 
nenne die Punkte, in welchen EG die Durchmesser ACy BC 
schneidet, K und L, und die, in welchen FH dieselben 
trifi)^ If P, 

Beweis. Nun ist: 

1) EL^ iIEL* ^ELO : /\XLP, also 

2) EL^^XL* '.{s^ELO-- ^XLP=^EL^ i^ELO 

=BD^:/\BDQ, 

ferner auf gleiche Weise: 

3) FI^ iXI^ ^/^FIR'.£^XIK, also 

4) FI* — XI^ i/^s^FIR-^-ZS^XIK^FI^i^Fm 

^AD^i£^ADß. 

Da nun /\ELO — ^ XLP^MXPO imd /S^FIR-- {\,XIK 
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:=FXKR, und nach III. 3. EXPO=FXKR und nach ITT. 1. 
/\BDQ = A ^J^S, und da EL^ — XL^ x=,ßX XG und FI^ 
'-Xl^=^FX' folgt au» VergleichuDg von (2.) und (4.) : 

§. 17 b. Wenn bei einer Ellipse oder einem Kreise die 
beiden Tangenten so gezogen sind, dass die Durchmesser nach 
den Berührungspunkten ihnen parallel sind, so findet das oben 
Behauptete gleichfalla Statt und kann folgendennaasaen be- 
wieMn werden. , 

Es ist, wenn die Linien^ wie oben gessogen und benannt 
sind, In Fig. 158»: 

1) EL^ : BC^ — /Jr» =; AC^ : BC^, 

2) F/2 : CA'~ ~ XL^ = BC^- : AC^, also 

3) EL^ :BC- - IX^ = CA^ — XL^ :FI^ =AC^ :BC^, 
algo auch 

4) CA'' + EL^~—XL'-:CB'--\-FP — XI^=iAC^:BC^oder 

5) CA^ + EX-XO iCB^-i-FX* XH— ÄC^ :ÄC», woraus 

imii kichterhiat: EX-XQiFX^XH^AC^iBC^^BD^iAD^* 

Anm. Bierana eq^bfe sich Idcbt, daH, wenn von einem Pnokt swei 
Linim dnrch dnen Kegeloeluiitt gesogen werden, das TerhiltaiM des Reeht- 
ecks Mi den Abechnitten det einen sa dem «ot den Abeehnitten der andern 
l^eieh demelben YerUUtnies fiir swei von dnem bdid»igen andern Ponkte 
paiiM d«a «fften gesogenje Linien iet 

§. 18. Lehrsats 18. an zwei Gegenschnitte 

swei sich schneidende Tangenten und von einem beliebig^ 
Punkt eines der beiden Gegenschnitte eine Parallele mit 

einer Tangente gezogen werden, bis letztere sowohl die 
andere Tangente als die Gegenschnitte zum zweiten Male 
schneidet, so ist das Quadrat des hierdurch auf der Tangente 
abgeschnittenen Stücks zum Beohteck aus den Abschnitten 
auf der Parallelen (beide Ton der Tangente an gerechnet) 
wi« das Quadrat der einen Tangeacte m dem der andern. 

Stten in den Funkten Ä und B cweier Gegenschnitte Fig.iw. 
-Tangenten gezogen, die sich in D kreuzen , nnd von einem 
andern beliebigen Punkte E eine Parallele mit BD, welche 
die Gegenschnitte zum zweiten Mal in F und die Tangente 
AD in G trifft, so wird behauptet (wie in § 16): 

AG^ : GE. GF=AD'' :BD^. 

Man «ehe noch in A und B die Durchmesser; deren* 



108 

ersterer BD in /, GE in K und deren letzterer AD in Hy 
GE in M schneidet, endlicli von E an den Durchmesser £3/ 
die Linie EL parallel AD. Nun ist: 

MG^:ME^T=:^MGH:^MEL, Biso 
MG* — ME* : LEGH= MG* : A MGH^ BD* : A SDH, 

nnd da nach III. 6. LEGH = /\ AKG und nach III. 1. 

£^BDH = /\ADJ, 80 ist MG^ — ME^ : /\ AKG BD^ 
: A ADI, oder wenn die inneren Glieder vertauscht werden 
und sta.it /\ AKG : ^ ADI geaetzi wird AG^ iAD^, sowie 
statt MG^ — ME^ GE-GF: 

GE'GF i BD* = ÄG* : iU)^ 

oder AG"^ : GE • GF=z AD'- : BD\ q. e. d. 

Ein anderer Beweis für den Fall, in welchem die Punkte 
A und B nicht auf derselben Hyperbel liegen, ist folgender, 
vif. IM. die Bezeichnung vor der Construction des Beweises 

wie oben und werden von den Funkten ß, wo der von B 
gesogene Durchmesser den Gegenschnitt trifft , und Ton A 
die Parallelen ßd und AO an die Linien AD und J9|B ge- 
zogen. 

Nim ist: 

A$ : = Oß : ßH— OB : HB = AD : DH, also • 
A^'.AD = 6HiDH und da dH:DH=&ß:DB, RUchAdiAD 
= öß : DB oder Ad :dß = AD :BD ; da aber nach §. 16. 

AG^ : GE' GF=A6^ : 6ß^, ist nun auch 
AG^:GE'GF=AD^:BD^. q. e. d. 

§. 19. Lehrsats 19. Wenn an zwdi G^egenschnitte 

zwei sich schneidende Tangenten und mit diesen zwei Paral- 
lelen gezogen werden, deren jede die Schnitte in zwei Punk- 
ten trifft, so verhält sich das Rechteck aus den Abschnitten 
auf der einen Parallelen, von dem Scheidungspunkt der Pa- 
rallelen bis zu den beiden Punkten auf dem Kegelschnitt 
gerechnet^ za dem ähnlich gebildeten Rechteck auf der an- 
dern Parallelen wie das Quadrat der einen Tangente xa dem 
Quadrat der andern. 
Fig. 161. Seien in den Punkten A und B die sich in D kreuzen- 
den Tangenten an zwei Gcgensclmittcn und von zwei andern 
Punkten E und F, von ersterem eine Parallele mit BD, von 
letzterem mit AD gezogen, welche Parallelen die Gegen- 
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schnitte noch in den Punkten G und H und sich gegenseitig • 
in X treffen, so wird behauptet, wie in §. 17.: 
XB'XG:XF-XH=BD^:AD\ 

Man ziehe noch von A und B die Durchmesser | deren 
ersterer JCF in Z, BD in 8, XE in K, deren letsterer XE in 
L, ADin Qf XI inP tnSt, und von E Bn BQ die Linie EO 
parallel AD, sowie von F an AK die Linie FR parallel BD. 

Nun ist: 

1) IX' :/\IXK = IF' :/\IFR = AD-. /\ADS, 

2) J^-^2/\ LXP = LE^ : ALEO = BD' : / \BDQ, , 

3) 1X2 —IF^~ : XKRF= ÄD' : /\ ADS und * ® 

4) LX' — LE' : XPOE = BD' : /\ BDQ, weil aber nach 
m. 7. XPOE^XKRF und nach ni. 5. A^^Q = A-^-Sf 
ist 5. XF'2CHiXE'XO^AD^:BDK q. e. d. 

Fftllt wie in Fig. 162. der Punkt X nicht ausserhalb, 
sondern innerhalb des Winkelraums BDA, so ziehe man die 
Durchmesser Aa, Bß, ziehe in a und ß die Tangenten, welche 
sich in 6 sclineiden, nenne S und c, die Punkte, in welchen 
BDy ßd die Linie Aa, und T und t diejenigen, in welchen 
AD und ad die Linie Bß durchschneiden, so ist /\ BSC con- 
gruent A ß^^j /\ATC congruent A arC, /\ ASD congruent 
A*5*> ^^rZ) congruent ^ßr*, weshalb AD =^ a$ und 
J?D = fid. und da der Punkt X ausserhalb des Winkelraums 
adß liegen muss, wenn die von ihm mit den Tangenten ge- 
zogenen Parallelen die Gfegenschnitte treffen sollen, ist hier^ 
durch dieser Fall auf den vorigen zuuückgcfiihrt. 

Fällt endlich der Punkt A', wie in Fig. 163., innerhalb 
einer Hyperbel, so sei wieder -i4a der von A gezogene Durch- 
messer, ad die Tangente in dann ist im zweiten Beweis 
von §. 18. gezeigt, dass 

ad:M = AD:BD und in §. 17a. 

XE-XG:XF'XH^Bd^:ai^, also auch =BD^:ADK 

Anm. HiemiM ergebt sich leicht die Folgerung: 2Seht man Ton dnem 

beliebigen Punkt zwei Gerade, welche zwei Gcgensclinitte in je zwei Pankten 
schneiden, so ist das Vcrhältniss des Rechtecks aus den Abschnitten der einen 
zu dem aus den Abschnitten der andern j,'leich demselben Vcrhältniss für zwei 
von einem beiiebigea luiderD Punkt mit den ersten Geraden gezogene Pa^ 
raUelen. 

§. 20. liehrsatz 20. "Wenn an zwei G egenschnitte 
zwei sich schneidende Tangenten und durch ihren Bchnei- 
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dungspiinkt sowolil als durch irgend einen andern Funkt 
der Gegenschnitte Parallelen mit der Berührungssehne gezo- 
gen werden, so verhält sich das Quadrat des durch die letzte 
Parallele auf einer Tangente abgeschnittenen Stücks zu dem 
Rechteck ans den Abschnitten auf der Parallele selbst von 
der Tangeilte bis m den Gegenschnitten gerechnet^ wie das 
Quadrat dieser Tangente rom Berübmnggpankt bis snm 
Ereuzungspankt der Tangenten^ am dem Quadrat d^ balben 
durch diesen Kreuzungspunkt gezogenen Parallelen. 

Fig. i6i. Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte 
Tangenten gezogen, die sich in D kreuzen, und durch D so- 
wohl als durch einen beliebigen Punkt F eines Gegenschnitts 
die Parallelen DE, FGH mit der Berührungssehne AB ge- 
sogen, so wird behauptet: 

AG* iFO^QH^ AD* : ED*. 
Man nehe den Durchmesse AC, welchcnr FQ in ED 
in Ly und DC, welcher FQ in / schneidet, ferner durch F 
und an CD die Linien F3#, EN parallel mit AD, Nun ist: 
AG'^ : AD^ = /\AGK : /\ ADL, aber nach IH. 5. 
/\AGK=/\IFM—/\JGD und ^ ADL = /\ EDN und 
£s^IFM — /\1GD : /\EDN = TF^ ~ IG^ :ED* = FG'GH 
ist also AG^ :AD'- = FG - GH: ED*, q. e. d. 
§. 21. I^ehrsatz 21« Werden an zwei Gegenschnitte 
awei sich schneidende Tangenten und die BerOhrungssehne, ^ 
TOB einem beliebigen Punkt dnes Schnittes aber eine Parallele 
mit einer Tangente und von einem andern eine Parsllele 
mit der Berührungssehne gezogen, welche Parallelen sowohl 
sich selbst als die Gegensclinitte sehneiden, so verhält sich 
das Kecliteck aus den Abschnitten der ersten Parallelen zu dem 
aus den Abschnitten der zweiten (vom Kreuzung^unkt der Pa- 
rallelen bis an die Gegcnschnitte gerechnet), wie das Quadrat 
der Tangente bis zum Berührungspunkt zum Quadrat der hal- 
ben durch den Ereuzungspunkt der Tangenten Ins an die Ge- 
genschnitte gezogenen Parallelen mit der Berührungssehne. 

Fig. 165. Seien in den Punkten A und B Tangenten gezogen, die 
sich in D kreuzen, von dem Punkte F eines der Schnitte eine 
Parallele mit AD, welche dem Schnitt zum zweiten Mal in H, 
den Durchmessern CA, CD in K und F begegnet, und von - 
einem andern Punkt G des Schnitte eine Parallele mit AB». 
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welche dem aweiten Schnitt in Ij der von F gezogenen Pa- 
rallelen in X UDcl den Durchmessern CA, CD in M,0 begeg^ 
net, werde ferner durch D eine Parallele mit AB gezogen^ die 
den einen S<^nitt in E triÖ\ so wird behauptet: 
XF ' XH: XG • XI =^ AD-^ : EDK 

Man ziehe noch durch F eine Parallele mit ABy die AC 
in hy durch O und E PwaUelen mit AD, die Ci> in Q und 
R treffen; und nenne N den Durchschnitt von MD mit AC» 

Nim ist: 

1) XK*iKF^^^XKM:^FKL, 

2) OG» : = A OGQ : /\ OXP, also 

3) XK^ —KF^ : FLMX^ XK^ : /\ XKM= AD^ : /\ADN, 
^) 0G^--~ 0X2 : GXPQ = OG'-. /\ OGQ =:ED^ : ^ EDR 

und da nach III. 12. FLMX = GXPQ und nach III. 5. A 
= /\EDR, erhält man 5. XK^ — AT^ : OG» — 0JC2s=ilD»: 
oder XF - XH: XG » XI=z ADhED^. q. e. d. 
9^ 22. Lehrsiits 82. Wenn an awei G^enschnitte an 
Querdwrchmesser, und eine beliebige Parallele damit; eo 
-wie me andere mit der augehörigen Ordinatenrichtung 
gezogen werden, welche Parallelen sowohl sich seihst als 
die Gegenschnitte treten, so verhält sich das Rechteck aus 
den Abschnitten auf der ersten zu dem Kechteck auf den 
Abschnitten der letzteren wie das latus transversum zum la- 
tus rectum. 

Sei AB ein Querdurclimesser zweier Gegenschnitte undFig.ie6. 
werde damit eine Parallele gesogen, die die Schnitte in F und 
G; 80 wie eine andere mit der augehärigen Ordinateniichtnng; 
die die erste Parallele in ff, die Gegensohnitte in D,E trifi^ 
so wkd behauptet: 

HF'HG:HD'HE = t:r, 

Sei / der Durchschnitt von DE mit AB und werde noch 
von F die Ordinate FK gezogen, so ist 

1) DJ^ \JC^ ^ AC^ =FK' :KC^ -^AC^ =r:t, 
also.2) DI^—FK' : —KC^=r:i, 

aber DI^ FK^ ^ HD * HE und JC^ — KC» = HF - MQ, 
also HD'HExHF-HQ^txi. q. e. d. 

§. 23». Lehraatz 23« Wenn conjugirte Schuitte und an 
swei gegenttberliegenden derselben zwei Tangenten gegeben 
sijid; welche sich innerhalb eines der benachbarten Schnitte 
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treffen; und wenn zwei Parallelen mit diesen Tangenten ge- 
zogen werden, solche sowolil sich selbst als diese benachbar- 
ten Schnitte trefien, so verhalten sich die Rechtecke aus den 
Abscluiitten auf diesen Parallelen wie die Quadrate der 
Tangenten. 

Ttf. 167. Seien in den Punkten A und B zweier Gegenschnitte 
Tangenten gesogen, die sich innerhalb eines der benachbar- 
ten conjugirten Schnitte in D kreuzen und mit diesen Tan- 
genten 2wei Parallelen, die sich gegenseitig in X und die 
den Hyperbeln A und B conjugirten Schnitte in B, F, G, H 
treffen, so wird behauptet: 

XE' XF: XG . XHz= AD^~ : BD^, 
Mau ziehe die Durchmesser AC, BC, welche der Gera- 
den EF in L,K, der Geraden GH in 3f , / begegnen, ziehe 
Ton E eine Parallele mit BD, die AC in P und von G eine Pa- 
ralle mit AD, die BC in N trifft; ist nun noch R der Durch- 
schnitt Yon AD und BC, Q der von BD und AC, so ist 

1) EL^ : /^ELP:=i XL* : /^XLM^AD^ : /\ADQ, 

2) GI^:^GIN^IX^:£^IXK =BD^:/\BDR, 
also auch 

3) EL^ — AX2 : XEPM = ^D^ . ^ ^2)Q und 

4) G/2 — : GXKN= BD'- : /\ BDR, 

und da nach III. 15 b. XEPM^GXKN und nach 111,4. 
£s^ADQ ^ £s^BDR, so folgt: 

ö) jEL» - XL« : GP - XP ^AD^xBD* oder 
6) XE«XF:X6-XZr=s^>:Dfi^ q. e. d. 
§« 24. Lehrsats 24. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten zwei conjugirte Durchmesser und zwei Parallelen mit diesen 
gezogen werden, die sicli in dem Raum zwischen den Schnit- 
ten begegnen, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der 
ersten Parallelen vermehrt um ein anderes, zu welchem sich das 
Kechteck aus den Abschnitten der andern Parallelen ebenso 
verhält wie das Quadrat des zweiten Durchmessers zu dem 
des ersten^ gleich dem halben Quadrat dieses ersten Durch- 
messers, 

Fiff. 168. Seien AB, DE conjugirte Durchmesser an zwei Paaren 
conjugirter Gegenschnitte und eine Parallele mit AB, die die 

Gegeuschnitte A und B in G und // trifft, sowie eine an- 
dere mit DE, die die Gegensclmitte D und E m I un4 K 
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trifft; gezogen ; ist nun F der Durchschuittspunkt dieser Pa- 
rallelen, 80 wird behauptet: 

GF'FH^^]^' KF-FI= 2 CA\ 

Sei L der Durchschnitt von AB und IK, M der Ton DE 
und GHy so ist 

2) BfF^ : ZT* ^ CO!)« = CA^ : CD^, also 

3) _ CA^ : LF^ = 3f7r2 -x^/a _ ^2)2 = C^2 . qD^ und 

4) GM 2 — ~ C^2 . i,|r2 _xj2 _j. ei)2 = 0^2 j CD^, 
woraus componcudo leicht folgt: 

5) HF'FG:2CD^^KF'FI=CA'' :CD^, also 

6) nF FG = 2CA'^^'KF'FJ. i^. e. d. 

Oder Yon Zeile 2. an etwas kürzer: 

3) GM^ : + CD» + 2CA^ : LP + CD» 

G^>: CD^ und 

4) JMF» — Gitfa 4. 2CA^ ihn —LF^ — CA^ :C2)» oder 

5) 2C4» - G^''FH=IF*FK'^. q. e. d, 

Anm. Dieser Beweis gUt ohne Aendemng aueh ittr ifie lüle, in wel- 
chen der Sehneidnngspnnkt der Parallelen inneihalb der ^en oder der andent 
Hypeibd liegt, wob^ nur tu merken ist, dase Jedes der Bechtecke QF-FS 
oder KF'FI sein Zeichen wechsdt, sobald der Punkt F die Hjperbel ober- 
selireitet, durch deren Darchsehnittspunkte es gebfldet ist Diese FiHe behan- 
delt Apollonias besonders im 25. und 2i) Lclirsatz, die ich wegen des gerin- 
gen Unterschiedes mit dem 24. nicht besonders beweise. Liegt der Schnei- 
dangspunkt in einer Hyperbel st'll)st, so reducirL sich die Bebauptung auf die 
des Lehrsatzes 22. im 2. Buche. Um jeiloch auch den Gang des Apolloni- 
schen Beweises anzugeben, folgt derselbe hier liir den Fall, dass der Schnei» 
duDgspunkt der Parallelen innerhalb des Asyniptotenwinkels liegt, * 

Seien in der vorigen Figur noch die Asymptoten ge-Fif.Mi. 
zogen; welche die in A gezogene Tangente in iVund 0, die 
Parallele GH in den Punkten P und Q und die Parallele IK 
in 12 und S treffen. Nun ist, weil CDr:=AN und /S^CAN 
CO £s^PFR, so wie /^CAO cs> ^QFS 

1) CA :AN ^PF:FR und 

2) CA :A0 = QF-.FS, also 

3) CA^ : CD^ FF , FQ : FR - FS^ 
Es ist aber : 

ApoUonius, Kegelschultte. g 
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FP'FQ =: MF^ ^ MP^ = MG^ - MP^ — MQ^ 4- MF» 

^GP'GQ — FG'FU 
und nach n. 10 = CA^-^FG^FH. 

Ferner anf ähnliche Art: 

FR ' FS=sLR^ ^LF^ =LI* LF^ LI^ + LR^ 

zszFI'FK—miS 
und nach II. 10. =FI'FK—CD\ 
Setzt man diese Werthc oben in 3. ein, so erhält man 

4) C4* : CD^ ^CA^'-FG' FUiFI-FK^ CD^ oder 
2CA^ —FG'FHiFJ'FK^CA^i CDK q. e. d. 

§. 27. Lehrsais 97. Wenn in einer Ellipse oder einem 

Kreis conju^irte Durchniesser und mit diesen je eine Paral- 
lele gezogen werden, welche sich selbst nnd den Kegelschnitt 
schneiden, so ist die Summe der Quadrate der »Stücke auf der Pa- 
rallelen mit dem ersten Durchmeaser, vom gegenseitigen Durch- 
Bchnitt bis zum Kegelsclinitt gerechnety yermehrt um die Summe 
zweier Beehtecke ttber den Stücken der andern Parallelen, 
welche Shnlich nnd ühnlich gelegen sind mit dem Bechteck 
ans dem zweiten Durchmesser und seinem zugehörigen latus 
rectum, gleich dein Quadrat des ersten Durchmessers. 
Flg. 169. Seien AB, DE conjugirte Durchmesser einer Ellipse, GH, 
IK Parallelen damit, die sich in F kreuzen, r das zum zwei- 
ten Durchmesser DE gehörige latus rectum, so wird be- 
hauptet: 

FQ^ + Fm+FI^ + FK^ . j^j^, = AB^. 

Beweis. Sei noch L der Durchschnitt von /iC und.^, 
M der yon GH und DE, so ist: 

1) FG^ + Fm=i(MG—MF)^--\-{MG + MF)^^2MG^ 

'\'2MF^ = 2DM'ME'^ + 2CLK' 
Es ist aber 

2) DM.ME>^ = DC^>^^MC^^-^^AC^^FL^ 

"5b ' ^^^^ ^"^^ ferner, weil IL^ = CA^ • ~ 

^Ci2.£J? erhält man leicht 



3) CL^= CA^ -- IL 
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Setzt man (2) und (3) in (1) ein, so hat man 

und da endlich 

ist, so erhält man 

5) FG^ + FH^ ^AB^ -^FK^ •^^FP q. e. d. 

§. 28. Lehrsatz 28. Wenn in conjugirten Gegenschnit- 
ten conjugirte Durchmesser und mit diesen je eine Parallele 
gezogen werden ^ so verhält sich die Summe der Quadrate 
. der Abschnitte auf einer dieser Parallelen, von ihrem gegen- 
seitigen Kreuzungspunkt bis an das eine Paar Gegenschnitte 
gerecbnety zu der Summe der Quadrate der Stücke auf der 
andern bis zu den andern Gegenschnitten gerechnet, wie das 
Quadrat des zur ersten Parallele gehörigen Durchmessers zu 
dem Quadrat des zur zweiten gehörigen. 

Seien AB, DE conjugirte Durchmesser zweier conjugir- pig. m. 
ter Gegenschnitte, GH, IK Parallelen damit, die sich in F 
kreuzen^ so wird behauptet: 

JRT* +FK^iFG^ •\'Fm:siDB^iABK 
Man ziehe noch von G die Ordinate QN an den Durch- 
messer ABf und von / die Ordinate 10 an DE, und nenne 
L den Schneidungspunkt von IK und AB^ M den von GH und 
DEf so ist 

1) GiV2 : cm ~ CA^ = CD'- : CA^, 

2) C02 — C/)2 : /02 = CD^ : CA^, also 

3) GN^ + CO» — CD» : Cfß — CA^ +IO^ssCD^ : CA^ 
oder auch 

4) GN^ + CO^iCm + JO*t^CD^:CA^, aber 

GiVa + CO» = jRL» + Ir/a = i (J7» + FJP) nach dem, was 

im vorigen Satz bewiesen ; und ebenso Cm -f- 70^ = MG"^ 
+ MF" = i {FG-^ + FH^), welches in (4) eingesetzt, crgiebt: 
FI^ + FK^ : FG2 + Fm = CD'^ : CA\ q. e. d. 
§. 29, Lehrsatz 29. Unter denselben Voraussetzungen 
als im vorigen Lehrsatz verhält sich die Summe der Qua- 
drate der Stücke auf einer Parallelen^ vom Ereuzungspimkt 

8* 
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derselben bis zu den Asymptoten fjerechnctj verinclirt um 
das halbe Quadrat des parallelcu Dm cliraessers zu der äiuume 
der Quadrate der Stücke auf der andern Parallelen, von ihrem 
Krenanngsponkt bis zu den Gegenschnitten gerechnet, wie 
das Quadrat des einen DurchmeBsers sn dem des andern. 
7%. m Seien P und Q die Durchachnittspunkte der Parallelen 
TK mit den Asymptoten, so wird behauptet, dasB -Fi* + /X?^ 
+ : FG^ + FH^ = DE^ : AB^ ist. 

Beweis. Vergleicht man diese Behauptung mit der des 
vorigen Lehrsatzes, so zeigt sich, dass man beweisen muss: 
F/2 + FK^ =FI^ -\- FQ^' -f KDE^ , oder 
FP + FK^ — FP2 — FQ2 = l DE^. 
Es sei nun zuerst F zwischen Q und P gelegen, so hat man 
Fi» — FPa ^FQ* « iP. (F/+FP) -I- KQ(FK+FQ) 

oder da nach IL 8. KQ = 1P ist: 
FI*^FP^+FK^^FQ^=z IP'{F1 -\-FP + FK+FQ) 
= IP'{IK+ FQ) = IP'(2PQ + 27P) = 2 TP- IQ 

= 2CZ)2 (nach II. 16.) 
= \DE^. 

Ein ähnlicher Beweis findet Statt, wenn F zwischen P 
und / liegt. 

§. SO* Lehrsatz 30. Wenn von einem Punkt inner- 
balb des Asymptotenwinkels einer Hjperbel an dieselbe zwei 
Tangenten und ttne Parallele mit einer Asymptote gezogen 
werden, so wird das SttLck der letzteren zwischen dem Aus- 
gangspunkt und der Berührongssehne der Tangenten von der 
Hyperbel halbirt. 
Fl«. 171. Sei D ein Punkt innerhalb des Asymptotenwinkels einer 
Hyperbel, DAf DB die Tangenten an dieser, DF eine Paral- 
lele mit der einen Asymptote, welche die Hyperbel in E, die 
Berühmngssehne in F trifift, so wird behauptet: 

DE^EF. 

Man ziehe vom Mittelpunkt C durch D einen. Durch- 
messer, der die Hyperbel in I, AB in O trifi);, von B an 
diesen Durchmesser die Ordinate EH und in / die Tangente, 

die eine Asymptote in ä triilt. Nun ist: 

1) EI£' : HD^ = /r/2 : CP 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke EHD und ATC, 

2) EE^ iHC^ — CP : CP, 
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weil KI gleich dem halben zweiten Durchmesser der Hyper- 
bel nach TT. 3. Hieraus folgt abei*: 

HD^ = HC — CI^ , und weil CP = CD - CG nach T. 37., 

CD'CG = HC^ -r Ä2>a = CD • {HC -| HD), woraus 
CG •=■ HC 4* HD^ und wenn man auf beiden Seiten CD ab. 
sieht: 

DG = 2HD, wesbalb DH=HG und DE = EF. ({, e. d. 
§. 31. Lelirsats 31« Wenn von einem Punkt ausser^ 
halb des AsymptoteninnkelB an zwei Gegenschnitte je eine 

Tangente und mit einer Asymptote eine Parallele gezogen 
werden, so wird das Stück dieser letzteren vom Ausgangs- 
punkt bis zur verlängerten Berührungssehne von der einen 
Hyperbel halbirt 

Seien von einem Punkt D ausserhalb des Asymptoten- »f. nt. 
Winkels zweier Gegenschnitte an diese die Tangenten DA, 
DB und ndt der einen Asymptote mne Parallele gezogen, 
welche £e Beri&hnmgssehne in F und den Gegenschnitt A 
in B infftf so wird behauptet: 

Beweis. Man ziehe noch den Durclunesser DC, welcher 
AB in G trifft, ferner von E an CD die Ordinate EH, so 
wie von C den mit AB parallelen Halbmesser CJ und in / 
die Taugente IK bis zu der Asymptote, mit welcher die Pa- 
rallele DF gezogen ist. 

Nun ist: 

1) Em:HD^ = CI^:IK» 
wegen Aehnlichkeit der Dreiecke EHD, CIK, 

2) Em : cm -f IK^ = C/2 : IK^ 

nach T. 38., II. 3. und einer leichten Folgerung daraus. 

Also HD^ = cm -f /A'2, und da nach I. 38. auch IK^- 
= CG . CD, CG 'CD=z HD^ — CH- = CD • (HD—CH), also 
CG — HD — CHy oder wenn man CH auf beiden Seiten addirt, 
GH=iHD, also auch FE=^ED. q. e. d. 

§• '32. Lehrsais 32. Wenn Ton einem Punkt inn^ 
halb des Asymptotenwinkels einer Hyperbel Tangenten an 
diese und eine Parallele mit der so entstandenen Berührungs- 
sehne, von der Mitte dieser letzteren aber eine Parallele mit 
einer Asymptote gezogen werden, so wird das Stück dieser 
Parallelen zwischen ihrem Ausgangspunkt und der vom Aus- 
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gangspunkt der Tmgenten gezogenen PmUeleii Ton der 

Hyperbel halbirt. 

Fig. 178. Seien von einem Punkt D innerhalb des Asjinptoten- 
winkels einer Hyperbel an diese zwei Tangenton DA, DB, 
die Beriihrungssehne AB und von ihrer Mitte G eine Paral- 
lele mit einer' A83miptote gezogen, welche die von D mit 
JB gezogene Farallcde in ' die Hyperbel w E trift^ so 
wird belianptet: 

Beweis. Msn ziehe den Dnrehmesser CDG^ tob E 

daran die Ordinate EH, femer im Scheitel / die Tangente, 
bis sie die mit GF parallele Asymptote in K trifft 
Nun ist: 

1) Em : HG^ = IK^ : 

wegen Aebnliohkeit der Dreiecke EHG und CIK^ 

2) EIP : CH- — C72 g= IK^ : CP , worwu 

CD > CG^ cm ---HG^ ^ CG'{CB^ H€f) 
oder CD^CH— HG, d.h. HG =z CH^ CD^DH, 

mithin auch GE = EF. q. e. d. 

§. 33. Lehrsatz 33. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb des Asymptoten Winkels zweier Gcgenschnitto an diese 
je eine Tangente, und mit der so entstandenen Berührungs^ 
sehne eine Parallele, von der Mitte der Bertthnmgssebne aber 
eine Parallele mit einer Asymptote gezogen werden, so wird 
das Stttck dieser Parallele yon der Bertthmngssehne bis zu 
der Yom Ausgangspunkt der Tangenten damit gezogenen Pi^ 
rallelen durch die Hyperbel halbirt. 
Fig. 174. Seien von einem Punkt ausserhalb des Asymptotenwin- 
kels zweier Gegenschnitte an diese die Tangenten DA, DB, 
, und von der Mitte G der Berührungssehne eine Parallele 
mit einer Asymptote gezogen, welche die Hyperbel in E^ 
eine von B mit AB gezogene ParsiUele aber m F trifiib, so 
wird behauptet: 

GExrzBF. 

Man ziehe noch den Durchmesser GCD, von E daran 
die Ordinate EH, ferner von C den mit BA parallelen Halb- 
messer 67 und im Scheitel / die Tangente, bis sie die mit. 
GF parallele Asymptote in K triüt, so ist: 
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1) Em : HG^ = CI^ : IK^ 

wegen Aehnlichkclt der Dreiecke EHG, CIKj 

ans 1. 38.; II. 3. und einer leicltten Folgerung daraus. 

Also HG^ =HC^ + IK^, aber IK^ =: CG > CD nach 
I. 38.; mithin CG - CD = HG^ — HC' = CG • (HG + ifC), 

oder CD = HG-\- HC, also HD = HG, 
weshalb auch GE = EF, ^. e. d. 

§. 34w Lehraats 34^ Wenn von emem Ftonkt in einer 
Asymptote einer Hjrperbel an diese eine Tangente und eine 
Parallele mit der andern Asymptote gezogen werden, so wird 

das Stück dieser Parallelen von ihrem Ausgangspunkt bis 
zu einer durch den Berührungspunkt der Tangente mit der 
ersten Asymptote gesogenen ParalleleA durch die Hyperbel 
halbirt. 

Seien von einem Punkt i> in einer Asymptote einer Hy- Fig. its. 
perbel an diete eine Tangente DA nnd eine Parallele mit 
der andern Asymptote gezogen , welche die Hyperbel {n £ 
und eine yom Berührungspunkt A mit der Asymptote • CD 
gezogene Parallele in F trifft, so wird behauptet: 

DE = EF. 

Sei B der Punkt, in dem DA die zweite Asymptote 
trifft, und noch von A an CD eine Parallele mit BC ge- 
zogen, so ist nach U. 12.: 

Cff 'HA=CD 'DE, da aber nach IL 3. DA^AB, also 
auch DH^ HC oder CH ^ iDC, mnaa auch H4 =» 2DE oder, 
was dasselbe ist, DE = EF sein. q. e. d. 

Anderer Bewoia. Man aiehe EA, welche yerlängert 
die Asymptote CB in JT, CD in / trifft, so ist, weil DA^AB, 
auch EA = AK, aber AK=^ IE (II. 8.), folglich auch IE==E4 
• und daher DE = EF. q. e; d. 

§. 35. Lehraaia 35. Wenn von einem Punkt in einer 
AeymyM^ einer Hyperbel aiae Tangente an diese und eine 
beliebige andere Linie, die die Hyperbel in awei Punkteii 
trifft, durch den Bertthrungipnnkt der Hyperbel aber eine 
Parallele mit dieser Asymptote gezogai werden, so yerhftlt 
sich auf der beliebig gezogenen Geraden das Ganze zum 
äug^ereu Stück wie die beiden Stücke innerhalb der JlyperbcL 

. j ^ cd by Go^gle 
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Flg. 17«- Seien von einem Punkt D in einer Anymptote einer 
Ilyperhcl eine Tangente DA und eine beliebige Linie gezo- 
gen, die die Hyperbel in E, F trifft, durch den Berüh- 
rungspunkt aber eine Parallele mit CD, die EF in G schnei' 
dety 80 wird behauptet: 

DE:DF=GE:GF, 
Beweis. Man sieihe yon E, A, F Parallelen mit den 
Asymptoten CD, CB, welche diese besiehlich in den Punkten 
7 nnd K, L nnd M, N nnd O treffen , nenne H den Punkt, 
in welchem DF die zweite Asymptote trifft 
Nun ist nach II. 12. 

1) CI'IE=CL'LA^CN.NF, 
mitliin 

2) CT : CL = LA . IE, 

3) CL : CN^NFiLA, also 

4) ILiCL=zIB^LÄ:lEmA 

5) LNiCL^LA-^NFiNF, da aber DA 
= AB nach IL 3. ist anch DJf = MC, nnd da D£ = JXTnach 
II. 8., ist auch DK^ CO, mithin KM=z MO oder IE — LA 
= LA — NF, folglich ergiebt sich aus Vergleichung von (4) 
und (5) • 

6) IL:LN^NF:IE 

= 01 :CN nach (1), 
aber ILiLN^ GEzGF und CI:CN=zDE:DF, 
also GE:GF=sDE:DF, q, e, 
rif. tTT. Anderer Beweis. Man ziehe EA, welche CB in O, 
CD in Ptnfft, nnd ronB eine Parallele mitDF, cüe PO in Q trifft. 
Nun ist 

1) BQ:EH= OQ-.OE, oder weil wegen 
Gleichheit von AB und AD auch = ^ und BQ = DE, 
EH femer gleich DF und AG = EP ist: 

2) DE:DF= PE—AEiPA, nnd da 
PE lAE^DEiGE, anch 

3) DEiDF;s=iDE^GE:DG, woraus doroh 
Snbtraction der corrcspondirenden Glieder: 

. 4) GEiGF ^DExDF, q. e. d. 

§. 36. Lehrsatz 36. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote zweier Gcg-eiischnittc eine Tangente an einen 
derselben und eine beliebige Gerade, die jeden der Gegen* 
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schnitte in einem Punkt trifft, durch den Bcrüln-ungspunkt 
der Taugente aber eine Parallele mit der erwähnten Asymptote 
gezogen werden, so verhalten sioli auf der beliobip; g;czo^e- 
nen Geraden die beiden Stücke, welche zwischen dem Punkt 
auf der Ai^mptote und den GegenBchnitteny wie die beiden, 
welche swisclien dem Funkt auf der Parallelen mit der 
AB3anptote und den Gegensehnitten liegen. 

Sei D ein Punkt auf einer Asymptote zweier Gegen- Fig. 17«. 
schnitte, DA eine Tangente an einen derselben, und eine 
beliebige Gerade von D gezogen, die die Gegenschnitte in 
den Punkten E, F und eine von A mit der Asymptote CD 
gezogene Parallele in G trifft, so wird behauptet: 

DE:DF=GE:GF. 

Erster Beweis. Man. nenne B den Durchschnitt von 
DA, H den Tön DF mit der zweiten Asymptote und ssiehe 
Ton den Punkten E, A, F Parallelen mit den Asymptoten 
CB, CD, welche diese beziehlich in den Punkten / und JT, 
L und Mf N und O treffen. Nun ist wie leicht aus IL 12 
folgt: 

1) CI .IE=zCL.LA = CN'NF, 

also 2) CI iCL = LA : IE, 

3) CL : CN== NF ; LA, woraus durch Subtraktion 
der Glieder eines Verhältnisses in (2), durch Addition in (3) 
folgt: 

4) ILilE—AL^CLiIE, 

5) NLiNF-^-LA^CLiNF. 

Aber lE—AL oder KM ist gleich NF-\-LA oder MO, 

weil wegen Gleichheit von DA und AB auch DM — CM und 
wegen Glcichcit von DE und HF (IL 16) auch DK= C0\ 
hiemach ergiebt sich also aus (4) und (5) 

6) IL:NL^NF:IE 

= Cl : CN, 

aher/£r:Mr= GEiGFvaidLCrzCN^ DEiDF, folglich auch 

7) GEiGFrsDEiDF, q. e. d. 

Zweiter Beweis. Man zjiehe AE, die CB in 0, CDns.m, 
in P trifft, schneide AO von AE ab zum Punkt Q, ziehe DQ. 

Nun ist, weil auch DA = AB, DQ parallel BH, folglich 
1) DE:EH=EQ: EO, und, weil AO = EP ist, 
z^AM- EF :AE-^EP. . 
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Weil aber JE : EP= GE : DE, ist auch 

AE- EP:AE-\- EP=GE — DE :GE-^ DM, mithin 

2) DExEH^GE—DE: GE+ DE, woraus durch Ad- 
dition der correspondirenden Glieder 

3) GE: GH+DE^DExEH, w«il aber DBxm^HF, i«! 
OH + DE SS GF nnd EH=^ DF, also 

4) GE:GFbsDE:DF, q. c. d. 

Dritter Beweis. Man ziehe ausser wie oben AE 
noch von A eine Parallele mit BC, welche DH in R ixiStf 
80 ist, weil DA = AB, auch DT? = RH und 

1) ER:RH^EA:AOz=:EA:EP=zQE:DE'^ aber ER 
= i JEF und RH^iDH, mithin 

2) EFiDH^GEiDE, woraus durch Addition der cor- 
respondirenden Glieder unter Berücksichtigung von DE sa HFi 

3) GF:DF=GE:DE. q e. d. 

§ 37. Lehrsatz 37. Wenn von einem Funkt an einen 
Kegelschnitt oder an awei Gegenschnitte zwei Tangenten 
und eine beliebige den Kegelschnitt oder bei Gegenschnitten 
die eine Hyperbel in swei Punkten schneidende Gerade ge- 
zogen werden, so yerhalten sich auf dieser letsteren die bei- 
den Stücke vom Ausgangspunkte bis zu den Durchschnitts- 
punkten mit dem Kegelschnitt wie die beiden Stücke von 
der Berührungssehne zu denselben Durchschnittspunkten ge- 
rechnet 

Sei D ein Punkt ausserhalb eines Kegelschnittes oder 
aweier Gegenschnitte und seien von ihm aus die Tangenten 
DA und DB und die schneidende Gerade DEF^ welche die 
Bertthrungsehne in G trifft, gezogen, so wird behauptet: 

DE:DF=sGE:GF, 

Beweis. Man ziehe die Durchmesser durch A und D 
und von E und F an letzteren die Ordinaten, welche diesen 
Durchmesser, die Tangente DA und den durch A gezogenen 
Durchmesser beaiehlich in den Punkten Hf I, K und h, M, 
N treffen, ferner von E und F Parallelen mit der Tangente 
DA, die CD beaiehlich in O und P treffen. 

Nun ist: 

1) A ' /\J^ML = DP : DM^ — DE^ : DF^, 

2) ^EBOi/^FLP ^EH^iFL* =^DM^ iDF^, 
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mithin A I>iJi ' A = A ; A FLP= DE'- : DF^ 

und deshalb durch Subtrattion auch 

3) A — A EHO : A J^ML — ^FLP=^Dß^ iDF^. 

Es ist aber ferner 

4) £^AKI: /\AMN^AI^ -.AM"- = GE'- : GF^ 

lind da nach III. 2. bei einem Kegelsohnitt; nach HL 5 bei 
G^enachnitten ^AKI^EIDÖ und /^AMN^FMDP, er- 
bült man ans Yergleichimg von (3) und (4): 
J)B^ zDF* OE^ :GF^ odar DEiDF^ GEiGF q. e. d. 
Ein in neuerer Zeit üblicher auf III. 16. und 18. und 
sonach mittelbar ebenfalls auf III. 3. und III. 5 sich stützen- 
der Beweis ist folgender: Seien in Fig. 182. unter densel- 
ben Bezeichnungen als oben die Durchschnitte von EH und 
FL mit dem Kegelschnitt und der Tangente DB bczlehlich 
Q, R und Sj T genannut, so ist, weil DC die Linie AB hal- 
birt, ancb HI^HR und HE^HQ, mithin IQ^ER und 
m ühnKd^en Grttnden M8 FT, Nun ist nach III, 16. hm 
mnem Kegelscbnitt| nach lEL 18* bei GegeuBchnitten 

(1) Al^:AM^=:IE>rQiMF'd^ = IE.ER:MF.FT. 
J) A ahor IE : MF = DE :DF und auch EB :FT=DE:DFj ist 

(2) IE 'ER :MF'FT=DE'- :DF^ und da endlich 

(3) AJ:AM=GE:GF, folgt durch Vergleichung von (1) 
mit (2) und (3): 

GE^ : GF^ = DE^ : DF^ oder GE iGF^DEiDF. q. c. d. 

§. 38. Lehraats 38. Wenn yon einem Punkt an 
einen Kegelschnitt oder an zwei C^enschnitte die beiden 
Tangenten, yon der Mitte der so entstandenen Bertthrungs- 
sehne aber eine beliebige den Kegelschnitt oder bei Gegen- 
schnitten die eine Hyperbel in zwei Punkten schneidende 
Gerade gezogen werden, so verhalten sich auf dieser die bei- 
den Stücke von ihrem Ausgangspunkt bis zu den Kegel- 
achnittspunkten wie die beiden Stücke zwischen einet durch 
dian Ausgangspunkt der Tangenten mit der Berührungssehne 
gesogenen Parallelen und den Kegelschnittspunkten. 

Seien von einem Punkt D an einen Kegelschnitt oderFic.i84,i», 
an «wei Gegenachnitte die Tangenten DA, DB und von der ' ^ 
Ifitte Cr der Bertthrungssehne AB eine beliebige den Kegel- 
schnitt in J5, F und eine durch D mit AB gezogene Parallele 
in R schneidende Gorade gezogen^ so wird behauptet: 
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GE '.GFr=RE : RF. 

Man ziehe noch die Durchmesser durch D und von 
E und F an ersteren die Ordinaten, welche die Durchmesser 
durch Dj die Tangente DA und den Durchmesser in A be- 
ziehlich in den Punkten Hy /, K und L, iW, N treffen, ferner 
Ton E und F Parallelen mit DA^ welche den Darduneiaer 
Ton JD in O und P treffen. 

Nun ist: 

1) /\DIH: /\DML = DP : DM^ = RE^ iRF^, 

2) A : A FLP = HE^ : FL^ = HG^ : GL^ 

3) A AKT:/\ AMN= AI^ : AM^ , 

alfo4) /^EHO±:£s^AKI:^FLPzh/^AMN^AI^iAM^ 

8 OB» : 6J?*, 

aber ^EHO± ^AKI=z ^DIH rmä /\A3£N±^LFP 

nacli (in« 2. und 5.), wobei das obere Zeichen in Fig. 184. 

und 185., das untere in Fig. ISB. zu nehmen ist; nnd folg- 
lich aus Vergleiclunic: \(m (1) und (4): 

RE^iRF^ = GE^ : GF^ oder RE:RF= GE: GF. q. e. d. 

§. 39. Lehrsatz 39. Wenn Ton einem Punkt ansser- 

halb des Asymptotenwinkels an zwei Gegenschnitte die Tan- 
genten nnd eine beliebige ( Jcrade, welche sowohl jeden der 
Gegenschnitte als die Berühnmgsaehne in einem Punkt schnei- 
det, gezogen werden, so verhalten sich auf dieser Geraden 
die Stücke vom Ausgangspunkt bis zu den beiden Punkten 
auf den Gkgenschnitten wie die beiden StUcke yon der Be- 
rtthmngssehne bis zn denselben Punkten gerechnet 

Die Construetion nnd der Beweis dieses Satzes können 
an der Fig. 187. bnchslSblich wie bei §.37. geführt werden« 

§. 40. Lehrsatz 40. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb des Asymptotenwinkels an zwei Gegenschnitte Tangen- 
ten nnd Ton der Mitte der so entstandenen BerQhmngssdine 
eine beliebige Gerade gezogen werden, welche sowohl jeden 
der Gegenschnitte als auch die yom Ausgangspunkt der Tan- 
genten mit der Berührungssehne gezogene Parallele in einem 
Punkt schneidet, so verhalten sieh auf dieser Geraden die 
beiden Stücke von der Berührungssehne bis zu den Kegel- 
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Schnittspunkten wie die beiden von der Parallelen mit der 
Berührungssehnc bis zu denselben Punkten gereclmet. 

Die Construction und der Beweis dieses Satzes kann an 
Fig. 188. buchstäblich wie in §. 38. .geführt werden *), 

§. 41. Lehrsais 41. Drei Tangenten einer Parabel 
tb^l^ flieh 00, dass ans ihren Stücken sich drei gleiche Ver- 
hSltnisse bilden lassen. 

Beweis des Apollonius. Seien DA, DB zwei Tan-Pig. m. 
genten einer Parabel, die dritte aber in dem Punkt / gezo- 
gen, wo der von D gezü<i;ene Durclimesser die Parabel trifft; 
sind nun K, L die Durclisclmittspuukte der dritten Tangente 
mit DA, DB, H der von DI mit AB, so ist, weil DI = IH 
(I. 35.) imd KL paraUel AB ist, fkuch DK == KA, DL=sLB 
und weil ^» HB (ü. SO.), auch KI=^1L, mithin AKiKJ) 
=iDL:LBssKl:IL,q.e,d. 

Sei nun aber die dritte Tangente in einem andern Pnnkt 
E zwischen / und A gezogen und treffe DA, DB in F und 
G, so ist zu beweisen: 

AFiFD = DG : GB = FEiEG. 

Man ziehe durch E den Durchmesser, welcher DA, DB 
AB beaiehlich 'm M, N, O trifft mid von A und B an die- 
sen Durchmesser die Parallelen AP, BQ mit FG, 

Nun ist: 

ME = EP (I. 35.), also AF = FM und 

1) AF;AK=2AF:2AK=AM:AD = AOiAH, 

oder wenn man die Hinterglieder verdoppelt: 

2) ilF:^=s^O:^ und folglich 

3) AFiFD^AO^OB. 

Auf dieselbe Weise ist NE=^EQ (I. 35.), also NG = GB und 

4) BG:BL = 2BG:2BL = BN:BD = BO:Bti, 
oder wenn man die HintergUeder verdoppelt: 

5) BG:BDs=zBO:BA Tond tAsfy 

6) BG:GD = BO;OA. 



*) E« wire daher Idcht maglich geweien, die Lehn&tee S7. und 89., 38. 
nnd 40. zn verdnigen, indess ist dies im Anschluss an ApoUoiüM nnd anoh 
deshalb nicht geschehen , weil wegen der Verschiedenheit der Figuren es gnt 
vH, dieselbe £igenseli»£t in Tersohiedenea ifäUen za betrachten* 
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Endlich i§t 

7) AO:BO = AP: BQ = 2FE : 2GE = FE:GE\ 
mithin aus Vergleiclmng von (3.), (C.V (7.): 

AFi FD =. DG : BG = FE : EG. q. e. d. 
Fiff. 190. Ein in neuerer Zeit übliclier lkweis ist folgender: 

Seien unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen von den 
Funkten F, G Durchmesser gezogen, die AB beziehlidi 
m 8, T treffen und seien U, V die Durefaschnittspunkte 
von mit AB und von QT mit BJSf. 

Nun ist AB^ HB, AU= (JE, BV ^ VE nach (II. 30.), 
also auch AS = SR, BT=TR: da mm AR + HB = 2 AS 
-\-2BT=AB, ist AS-^- BT= Äff und folglich BT ^ SR 
und AS=TH, also selbstverständlich AS :SH=: HTiTB 
^SRiRT und fo\g]ichsk uch AFi FD ^ DG: GB=: FE i EG. 
q. e. d* 

§. 42. Lehrzats 4%, Wenn zwei parallele Tangenten 
einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte von emer drittem 
durchschnitten werden, so ist das Rechteck aus den Stocken, 

welche auf ihnen abgeschnitten werden, gleich dem Quadrat 
des halben Durclmicssers^ der mit ihnen parallel ist. 
Fis.i9i.nnd , Seien in den Endpunkten A und B des Durchmessers 
einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte Taugenten gezogen^ 
welche von einer dritten, deren Berührungspunkt E ist, in 
den Punkten F und G geschnitten werden, und sei CD ein 
mit AF oder BG paralleler Halbmesser, so ist zu beweisen: 

AF'BG^CD^ 
Beweis. Man ziehe von E an AB und CD die Ordi- 
naten EI und EL und nenne H und K die Durchschnitts- 
punktc von GF mit den verlängerten AB, CD, Nun ist 
nach L 37.; 

1) CI : CA = CA : CH, also auch 

2) . ^I- = CB : CH, woraus ferner 

3) HA: HI=zmiHBj 9^ 

4) AF:M=CK: BG oder AF- BG ==: ET- CKz=^ GL- CK, 
aber nach I. 38. CL • CJT» CD^ und folglich AF-BG = CD*. 
f\» e. d. 

§. 43. Lehrsatz 43. Werden an eine Hyperbel zwei 

Tangenten gezogen, so ist das Rechteck aus den Abschnitten, 
welche die eine auf den Asymptoten bildet, gleich dem 
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Eechteck aus den Absclinitteu; die die andere Tangente 
bildet. 

Seien in den Punkten A und B einer Hyperbel Tan-Fig. iss. 
genten gezogen, deren erstere die Asymptoten in den Punk- 
ta D und letstoie m den Punkten F und O trifft, so ist 
m beirauMBi daas- 

CJ>*CB=CF> CO. 
Man ziehe yon A und B Parallelen AH, BI mit der 

einen Asymptote CD bis an die andere CE, so ist nach II. 12. 
CH'HA=CI'IB und da nach II. 3. DA = AE und FB 
c^BG, ist CE=2CH, CD = 2 AH, CGr=:2CT, CF=2BJ, 
also CD-CE = ^CH'AH und • CG = 4 • C/ • /jB, mithin 

CD ' CE=CF'CG. q. e. d. 
§. 44 Lehrsatz 44, Wenn zwei Tangenten einer Hy- 
perbel oder zweier Gegenschnitte die Asymptoten treffen, so 
ist die Berfihmngssehne parallel den beiden Linien, w^che 
die Durchschnittspunkte der Taiigenten mit den Asymptoten 
yerbinden. 

Seien in den Punkten A und B einer Hyperbel oder Fig. 194 nnd 

" tOA. 

zweier Gegenschnitte Tangenten gezogen, welche die Asym- 
ptoten in den Punkten D und E, F und G treÜbn^ so wird 
behauptet: 

AB II FE II DG. 

Beweis. Es ist nach vorigem Satz CD'CB=s CF'CG 
(was auch bei Gegensohnitten leicht nachzuweisen), folglich 
FE parallel DO, und da A die Mitte von 2)£> B von FQ nach 
L 8., ist auch AB\\FE\\ DG. q. e. d. 

§. 45. Lehrsatz 45. Wenn in den Endpunkten der 
Achse einer Ellipse oder zweier Gegensclniitte Tangenten 
gezogen und von einer beliebigen dritten Tangente durch- 
schnitten werden, und wenn in der Achse auf jeder Seite 
ein Punkt bestimmt wird, so dass das Rechteck der Abschnitte, 
die er bildet, gleich dem Quadrat der halben kleinen Achse 
ist (und zwar muss bei der Ellipse jeder der so bestimmten 
Punkte innerhalb der Achse, bei Gegenschmtteti in ihrer 
YerlSngerung liegen), so schliessen die Linien, welche von 
einem so bestimmten Achsenpunkt nach den beiden Durch- 
«chnittspunkten der dritten Tangente mit den beiden ersten 
Tangenten gezogen werden, einen rechten Winkel ein. 
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pig.i96.und Sei AB die Aclise clucr Ellipse oder zweier Gegen- 
Bchnitte und seien die Tangenten in A und B von einer 
dritten in D gezop;enen in den Punkten E und F durelisclinit- 
ieu, »ei ferner S ein Punkt zwischen A und B bei der Ellipse, 
ausserhalb ^IB bei der Hyperl)el, ao dass AS - BS = dem 
Quadrat der halben klemen Achse ist, so wird behanptety dass 

/JBSFsslBechten. 

Beweis. Nach III. 42. ist AE BF gleich dem Qua- 
drat der halben kleinen Achse , also AE • BF = AS • BS und 
A ABS ähnlich dem /\ BSF, also / ESA / BF-S und da 
/ BFS + BSI?'= lÄ, auch ^ £5-4 + / fiÄi'^= lÄ, mithin 
auch / ESF^\B. q. e. d. 

Erklärung. Die beiden auf die beschriebene Art in 
der Achse 2U bestimmenden Punkte heissen die Brennpunkte. 

§. 46. Lehrsatz 46. ^^ nd übrigens unter denselben 
Voraussetzungen als im vorigen Satz der .Sehncidungspunkt 
der dritten Tangeute und einer der beiden parallelen mit den 
beiden Brennpunkten verbunden, so machen diese beiden 
Verbindungslinien gleiche Winkel mit den in diesem Schnei- 
dungspunkt zusammenstossenden Tangenten. 
Flg. IM. Sei H der zweite Brennpunkt, so liegen; weil JEuSF nnd 
EHF nach vorigem Satz rechte Winkel sind, die yier Funkte 
E, F, H in einem Halbkreis, mithin ist / FEH = /_ FSH 
als Periplieriewinkel auf demselben Rogen , ^ FSH aber 
= 2^SEA nach vorigem Beweis, also FEH = SEA, q. e. d. 

§. 47. Lehrsatz 47. Werden unter denselben Voraus- 
setzungen als in den vorigen Lehrs&tzen die Durchschnitts- 
punkte der dritten Tangente mit den in den Endpunkten der 

Achse gezogenen mit beiden Brennpunkten verbunden, so 
stellt die Linie von einem der durch diese Verbindungslinien 
erhalteneu Kreuzungspunktc nach dem Berührungspunkt der 
dritten Tangente senkrecht auf dieser. 
Fig.inr^.und Sei übrig^ unter denselben Bezeichnungen als oben 
/ der Kreuzungspunkt von F8 und EH^ so ist zu beweisen, 
dass 

W loihrecht auf EF steht. 

Wäre eine andere Linie IL lothrecht, so hätte man 
£s^FIL ähnlich ^FBH und ^EIL ähnlich ESA, ferner 



129 



A PHI ähnlich /\ ESI^ wie leicht aus den zuletzt bewiesenen 
Sätzen folg:t, sonach 

1) FL : FB = FI:FH==EI:ES = EL:EA 

oder wenn man im ersten und letzten YerhlUtoias die innem 
Glieder vertauscht: 

2) FL:EL^F^:EA\ 

abec nach dner Idchten Folgerung aus III. 16. ist : 

WM der vorigen Proportion widerspricht, und es ist also un- 
möglich^ dass eine andere Linie ausser JD lothrecht auf EF 
steht, mithin ID lothrecht auf EF. q. e. d. 

§. 48. l^ehrsatz 48. Die Linien vom Berührungspunkt 
einer Tangente nach den Brennpunkten gezogen, bilden gleiche 
Winkel mit der Tangente. 

Seien unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen noch Fig. i98and 
W und HD gezogen, so wird behauptet: 

Weil IDE =s TSE = 1 Rechten nach den vorigen Sfttzen, 
liegen die Punkte S, /, D, E in einem Kreis, und weil 
/ IDF=: /_ IHF= 1 Rechten, auch die Punkte /, D, F\ 
folglich ist: 

1) Z EDS = Z / FDH= / FIH 

bei der Ellipse oder =r /_ EIS bei der Hyperbel als Periphe- 
riewinkel, aber ^ EIS = ^ FIH und abo in jedem Fall 
^ SDE^si Z fiJDF. q. e, d. 

§. 49. Lehraats 49. Wird von einem Brennpunkt auf 
eine Tangente einLoth gefällt, so schlitesen die Linien vom 
Fusspunkt desselben nach den Endpunkten der Achse einen 
rechten Winkel ein. 

Sei unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen HK ein Fig. iü9 nnd 
Lotä von H auf EF gefällt und KA, KB gezogen, so ist zu 
zeigen, dass: 

/ AKB = 1 Rechten. 
Die Punkte F, Kf H, B liegen in einem Kreise, vt^tX/FSH 
und /^FEHTeckte Winkel sind, aus ähnlichen Chrttnden die 
Punkte jB, K, H, A; Also ist /_HKB=i Z^HFB^/_EHA 
und /_HKA^ /_HEA als Peripheriewinkd ; da aber 
+ UEA = 1 Rechten, muss auch 

/ IIKB ■\- Z HKA = 1 Rechten, q. c. d. 

ApoUoniuSi Kegelschnitte. 9 
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§. 50. LetiraatE 50. Ist der Bertthrangspunkt einer Tan- 
gente mit einem Brennpunkt verbunden, und zieht man mit 
dieser Verbindungslinie eine Parallele vom Mittelpunkt bis an 
die Tangente, so ist diese Parallele gleieh der halben Achse. 
Fig.soiaiid Man ziehe unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen 
vom Mittelpunkt 0 mit SD eine Parallele CK bis an die 
Tangente EF^ so ist xu zeigen, dass 

Zieht man noch von H die Parallele BN mit SD bis 
an dieselbe Tangente nnd Terbindet ^mit Kf so ist, weil 

SC= HC, aueli J)K=KX und weil EDS = /_ KMI als 
correspondirender oderWeehselwinkel und gleich ^//Z)iV nach 
§. 48., ist auch ^Kl\H= /_ HDK, folglich //A' senkrecht auf 
EF und deshalb nach vorigem Satze BKA = 1 üechten; mithin 

CK = ^AB, q. e. d. 
§. 51. Lehrsatz 51. Werden in einer Hyperbel oder 
. in zwei Gegenschnitten Ton den Brennpunkten nach einem 
' beliebigen Punkt des Kegelschnitts Linien gezogen , so ist 
deren Unterschied gleich der Achse. 
Fig. 202. 8eien bei einer Hyperbel oder zwei Gegenschnitten AB 
die Achse Sj H die Brennpunkte, D ein beliebiger Punkt im 
Umfang, so ist zu zeigen, dass HD — SD = AB. 

Man ziehe in D die Tangente und durch C eine Paral- 
lele mit SDf die die Tangente in K, HD in 0 schneidet, so ist, 
weU / ODK^ Z SDK(nMstL §. 48.), auch / OiO>= / ODK 
und folglich OJr= ÖD oder OK^ i JZZ>; da aber 0K= OC 
+ CSTund 0C= ^ Si) so wie CK=^iAB (§. 50.), so hat man 
i8D-{-^AB^iHD oder AB^^HD — SD. q. e. d. 

§. 52. Lehrsatz 52. Wenn von den beiden Brenn- 
: punkten einer Ellipse an einen beliebigen Punkt des Umfangs 
: Linien gezogen werden, so ist deren Summe gleich der. 
Achse. 

Fis. S08. Seien AB die Aclise, S, H die Brennpunkte, D ein be- 
liebiger Punkt im Umfang einer JbUlipse, so ist zu beweisen, 
dass HD + SD^ AB. 

Man ziehe in D die Tangente EF und Ton C eine Pa* 
rallele mit SD, die die Tangente in K, HD in O triflft, so 
ist, weil / EDS= Z^FDH (nach §. 48.), auch / OAV; 
= / ODK, mithin OD = OK oder ^HD= OK, aber 0A'= CK 
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— CO und da CK = 4^ AB (nacli §. 50.) und CO = iÄi), 
erhiüt man iAB — iHD^^8D oder 

HD + SJ>=zAB. q. e. ä. 
§. 53. Lehrsatz 53. Wenn in einer Ellipse, Hyperbel 
oder in zwei Gegenscbnitten von den Endpunkten eines 
Durchmessers nach einem beliebigen Punkt des Kegelschnitts 
Linien gczo<j:en werden^ welche entweder seihst oder in ihrer 
Verlängerung- die in den Endpunkten des Durchmessers ge- 
zogenen Tangenten schneiden, so ist das Kechteck aus den 
auf den Tangenten abgeschnittenen Stücken gleich dem Qua- 
drat des zu dem vorerwähnten zngehörigen conjugirten 
Durebmessers. 

Seien in einer Ellipse ^ Hyperbel oder in zwei Gegen- fik. 204 and 
schnitten von den Endpunkten A, B eines Durebmessers nach 

dem beliebigen Punkt E des Umfangs die Linien AE, BE 
gezogen, welehe die in ß und A gezogenen Tangenten in 
den Punkten F und G treffen , und sei DT der zu AB ge- 
hörige conjugirte Durehmesser, so wird behauptet: 

AGBF= DT\ 

Man ziebe von E an AB die Ordinate EH, so ist 

1) AGiEH^ABiBH, 

^ BF:EH=zAB:AH, also 

3) AO'BFiEH^ =:AB^tBH' AH oäer 

AG'BFiAB^^Em: BH- AH^ DI^ : AB^- (L 21). 

Da also das zweite Glied gleich dem vierten ist, muss 
auch AG BF= DI^. q. e. d. * 

§. 54. Lehrsatz 54. Wenn von einem Punkt ausser- 
halb einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel Tangenten an 
diese, von den beiden Berührungspunkten aber Parallelen 
mit diesen Tangenten so wie Linien nach einem beliebigen 
Punkt des Eegebcbnitts gezogen werden^ welche entweder 
selbst oder in ihrer Verlängemng die mit den Tangenten 
gezogenen Parallelen schneiden, so ist das Verhältniss des 
Rechtecks aus den auf diesen Parallelen abgeschnittenen 
Stücken zum Quadrat der Bcrülirungssehne zusammengesetzt 
aus dem Verhältniss der Quadrate der beiden Stücke, wel- 
che auf der von der Mitte der Berührungssehne nach dem 
Ausgangspunkt der Tangenten gehenden Linie zwischen die- 
ser Mitte und einem Kegelschnittspunkt und zwischen die- 
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sem Punkt und dem Ausgangspunkt der Tangenten liegen, 
und aus dem Verhältniss des Eechtecka der Tangenten zum 
Quadrat der halben BcrUhrungsselme. 
Iis. toe. Seien T^n einem Punkte D an eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel die Tangenten DA, DB, yon A und B aber Parallelen 
mit DBy DA so wie Linien nach einem beliebigen Punkt 
im Kegelschnitt gezogen, welche den Parallelen besiehlich in 
Fj G begegnen, so ist, wenn H die Mitte von AB, I der 
' Durchschnitt von DH mit dem Kegelschnitt ist, zu beweisen : 
• AG ' BF -.AB^ = HP • AD • BH: DP • Am. 

Beweis. Mau ziehe noch von E und / Parallelen mit 
ABj deren erstere den Kegelschnitt zum zweiten Mal in K, die 
Linien DA, DB, DH bcziehlich in L, 3f, iV, deren letstere 
DA, DB in 0 und P tri£ßt, so ist A ähnlich /\BME, 
^FBA ähnlich ^ALE, also 

1) AGiAB^BMiME, 

2) BF :AB==AL : LE, mithin 

3) AG'BF:AB^ ^BM' AL : ME LE 

^BM- AL^ :ME'LE'AL 
und da, wie leicht zu zeigen ME = LK und nach III. 16. 
AL^ iLK'LE = AO^ : OP, erhalten wir 

4) AG*BF:AB^^BM'AO^:AL'OP 

^BDAO^iAD'Ol* 
^AD'BD'AO^xAD^^Or^. 
^AD^BD im iDE^ 'OP. 
Weil aber endlich AH:OI=DH:Dl oder Dff- 01= 
AH • DI, erlialteu wir 

5) AG . BF '.AB^ = HI^ - AD - BD : DP - AH^. q. e. d. 

§. 55t Lehrsatz 55. Wenn von einem Punkte ausser- 
halb des Asymptotenwinkels in zwei Gegenschnitten Tangen- 
ten an diese und von den Berührungspunkten Parallelen mit 
diesen Tangenten sowie Linien mich einem beliebigen Punkt 
eines der beiden Qegenschnitte gezogen werden^ welche ent- 
weder selbst oder verlängert die Parallelen schneiden, so Ter- 
hält sieh das Rechteck aus den auf den Parallelen abge- 
schnittenen Stücken zum Quadrat der lU'rührungssehne wie 
das Heehteck aus den Tangenten zimi Quadrat der von ih- 
rem Ausgangspunkt bis an einen der Gegenschnitte gezoge- 
nen Parallelen mit der Bertthrungssehne. 
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Seien vom Punkt D ausserhalb des AsymptotenwinkclsFig. 207. 
zweier Gegenscliiiitte an diese die Tangenten DA, DB, von 
A und B Parallelen mit DB, DA und Linien nach einem be- 
liebigen Punkt E eines der beiden Kegelschnitte gezogen, die 
die von B und A gesogenen Parallelen beziehlich in F und 
Cr treffen ; so ist , yrtsm DR eine von i> bis an einen der 
beiden Gegensdinitte gesogenen Parallele mit AB ht, 01 be-. 
weum, dasB 

AG'BFiAB* = AD*SD'.l>llK 

Beweis. Man zielie noch durch E eine Parallele mit 
AB, die den andern Gegenschnitt in K, die Tangenten DA, 
DB in L, M trifft, so ist ^ GAB ähnlich dem^BiWÄ und 
^FßA ähnlich dem /\ALE, mithin 

1) AG:AB = BM:ME, 

2) BF:AB = ALtLE, also 

3) AG'BFiAB^^BM'AL.LE'ME 

^BM'AL^iLEME'AL 
und da AL* i LB * ME ^ AD^ i DR^ naeb HL 20. und 
BM:AL = BD:AD, erhält man 

4) AG ' BFiAB^ = BD AD : DR^ - AD 

= BD'AD :DR-. q. e. d. 

§. 56. Lehrsatz 56. Wenn von einem Punkt innerhalb 
4e8 Asjmptotenwinkels an eine Hjperbel zwei Tangenten, 
von den Berührungspunkten aber PiotJlelen mit diesen Tan- 
genten und Linien naob einem beliebigen Punkt des suge- 
börigeii andern Gegenscbnitts gezogen werden, welche diese 
Parallelen schneiden, so ist das Verbältniss des Bechtecks 
aus den auf den Parallelen entstandenen Abschnitten zum 
Quadrat der Berührungssehne zusammengesetzt aus dem 
Verhältniss der Quadrate der beiden Stücke des durch den 
Ausgangspunkt der Tangenten gehenden Durchmessers, wel- 
che zwischen der Mitte der Berülirungssehne imd dem an- 
dern Gegenschnitt und zwischen diesem Gegensdmitt und 
dem Ausgangspunkt der Tangenten liegen und aus dem Ver- 
hältidss des Bechtecks der Tangenten zum Quadrat der hal- 
ben Berttbrungssehne. 

Seien von einem Punkte D innerhalb des Asymptoten- ing. sos. 
Winkels zweier Gegenschnittc Tangenten DA, DB an die eine 
Hyperbel, und von A und ß Parallelen mit DB, DA so wie 
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Linien nach einem beliebigen Pankt E des andern Otogen- 
Schnitts gesogen, welcbe den Parallelen beaiehKch iaF nnd 
G begegnen^ so ist, wenn H die Mitte von AB, I der Duck- 
Bcbnitt von Di^mit dem zweiten Gcgcnsehnitt ist, za bew^sen: 
AG . BF iAB^ = HP - AD - BD : DP- • AH.^ 

Beweis. Man ziehe noch durch und / ParaHelen mit 
ABy deren erstere den (Jegenselmitt zum zweiten Mal in 
die Tangenten DA, DB in L,M und DH in Nj deren letztere 
DA und DB'm 0 und P trifft, ro ist, weil /\GAB ähnlich 
/\BME nnd A^^^ ähnHch /\ALE, 

1) AG:AB = BMiME, 
BFiAB^^AL iLB, a lso 

3) AG'BFiAB^^AL'BM'.LB'ME 

= AL - . BM iME 'LE'AL. 
Es ist aber ME = LK und nach III. 18. 

AL - : LK • LE ~ AO^ : ÜP, und da ausserdem 
BM:AL=pBD:AD, erhalt man 

4) AG'BFiAB^=^AO^'BD:OP AD 

^AO^'BD'ADiOI^ 'AD^, 
nnd da AOtAD^HIiDH 

5) AG'BF:AB^=:m^^AD'BDzOP'DH*. 

Weil aber endHch Ol: AH=DI:DH, ist OP^DH^ =DP 
'AU-, mithin 

6) AG . BF iAB^ = HP ■ AD - BD : DP • AH\ q. e. d. 

Anni. F.!* iat leiclit zu erkennen, iliiss in liieten letzten vier Lehrpützcn 
ile.s (iritriu Buchs der Keim der Lehre von der Erzeugung der Kegelschnitte 
durch ujektivische Gerade nnd Strahlbüschd enthalten ist; denn das constante 
Rechteck AO • BF macht die Geraden, «af denen es ton den festen Punkten 
A und B aus abgesdinitt«n wird, nach Stelnerseher Beieicbnui^ zu projdtfi- 
viaeh fthnlichen Genden, mit welchen ^ StrahlbBichel bei B and A per- 
spektirisch sind, diese Strahlbfischd sind also unter sidi {Nrogekdriseh schief < 
und erzeugen deshalb dncn Kegelschnitt. Da femw, sobald die Geraden 
AG, BF mit den festen Punkten A und 7> und die Grösse des constanten 
Rechtecks Ad - BF £re<,'el»en sind, auch AD, ßJ), AB, ^lÄ" bekannt sind, so 
st sogleich das Verhältnis« J?7: />/ ge^reben und somit ein Wo;^ angedeutet, 
•wie aus zwei in schiefer Lage gegebenen urojektivischcn Stnihlbiischeln als- 
bald der Mittelpunkt und ein Taar conjugirtcr Ihirohmesser des dadurcli l)e- 
stimmtcn Kegelschnitts gefunden a\ erden k<inncn; «loiin theilt man die Gerade 
HD nach dem gegebenen \'erhjUtuitö III: DI, so sind die beiden Theilnngs- 
punkte die Darchschnittspunkte des DmrehmessecB Bff mit dem Kegelschnitt, 
die Mitte zwischen ihnen der Mittelpunkt nnd DJS; AB die Biehtungeu einoi 
Ptars conjugirter Durchmesser. 



Viertes Buch des ApoUonius von Perga 
^ über Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attahis. 

Früher sc lion liabo ich von den acht Bücliorn , die icli 
über Kegelschnitte verfasst habe, die drei ersten an den 
Budcmiis von Pergamns gerichtet herausgegeben. Da ich 
aber nach dessen Tode beschlossen habe die löchrigen an 
Dich zu senden^ weil Du begierig bist meine Schriften über 
diesen Gegenstand kennen zu lernen, sende ich Dir jetzt das 
Tierte Bnch. In ihm ist die Frage abgehandelt; in wie viel 
Punkten hdchstens zwei Kegelschnitte oder ein Kegelschnitt 
nnd ein Kreis sich schneiden können ohne ganz zusammen 
zu fallen, ausserdem, in wie viel Punkten hikh.stcns ein Ke- 
gelschnitt oder ein Kreis oder ein Paar Gegenschnitte mit 
einem Paar Gegenschnitte sich treft'en können, so wie man- 
ches Andre diesem Aehnliche. Den ersten dieser Gegen- 
stände hat der 9amier Conen an den Trasidens schreibend 
behandelt; in dem er jedoch bei den Beweisen nicht richtig yer- 
fiihren ist, weshalb ihn anch der CyrenSer Nicoteles leicht tadelt. 
Des zweiten (Kegelschnitt nnd Kreis) ihnt Nicoteles in dem 
Bnch gegen Conen in der Art Erwähnung, als ob er leicht 
bewiesen Werden könnte, aber ich habe ihn weder von ihm 
selbst noch von irgend einem andern bewiesen gefunden. 
Der dritte Gegenstand aber und anderes damit .Verwandtes 
ist soweit mir bekannt nicht einmal irgend einem in den 
Sinn gekommen. Das, wovon ich gesagt habe, dass es von 
andern nicht bewiesen worden ist, bedarf vieler nnd mannig- 
faltiger neuer SStzO; von denen ich die meisten in den drei 
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ersten Büchern, die übrigen in diesem behandelt liabe. Die 
Betraclitung dieser Gegenstände aber gewährt einen nicht 
unbedeutenden Nutzen für die Auflösungen der Probleme 
sowohl als fUr ihre Determinationen. Nicoteles schreibt zwar 
wegen der Zwietracht, die er mit Conon hatte , das« niehts 
Ton denii was dieser erfunden hat, m den Determinationen 
gehöre; dies behauptet er aber fälschlich, denn wenn es auch 
möglich ist ohne diese Untersuchungen Determinationen zu 
geben, bo wird doch mit Hülfe derselben Vieles leichter er- 
kannt, wie dass etwas auf vielfältige Art geschehen könne 
und auf wie viele Art oder aueli, dass es auf gar keine Weise 
geschehen könne, welche vorausgehende Kenntnissnahme eine 
grosse Hülfe für die Auflösung der Probleme gewährt. 
Ausserdem sind diese Lehrsätze sehr nützlich zur Feststel- 
lung der £rklfirungen und auch wenn kein Itutzen .Torhan- 
den wSre, so sind nie doch um ihrer selbst willen werth 
aufgenommen zu wer4en, denn auch viele andere Sitae sind 
wir gewohnt ans diesem Grande allein und ans keinem an- 
dern in die inatliematiäcLen DiscipliucM aufzunehmen. 

Brief des Eutocius. 

Das vierte Buch, lieber Freund Anthemis, behandelt die 
Frage, auf wie viele Art Kegelschnitte unter sich und nui 
einem Kreb und Gegenschnitte mit G^genschnitten sich schn^ 
den ; und es ist so elegant und verstSndlich, beaonden in der 

von mir besorgten Ausgabe, dass es keiner weiteren Erklä- 
rungen bedarf, denn was etwa in den Lehrsätzen selbst 
an Deutliclikeit felilt, ersetzen die von Apollonius hinzu- 
gefügten- Beweise. In diesem Buche aber wird Alles durch 
die indirecte Beweisart dargethan, deren sicli auch Euclides 
in dem, was er über Kegelschnitte, Kreis und Berührungen 
schrieb, bedient hat. Diese Beweisart ist in der That be- 
quem und hat sowohl dem ^nstoteles ab den Geometer^ 
und besonders dem Archimedes nothwendig geschienen. Nach 
der Lesung dieser vier Bücher nun wird es Dir möglich 
sein alle Aufgaben, die über Kegelschnitte gestellt werden 
können, aufzulösen und zu eonstruiren. Denn Apollonius 
selbst 3agt am Aniang de« Gan^c^j dass die vier crste4BU* 
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choi: für die Grundlage dieser Lehre hinreiclien ; die übrigen 
vier aber zu einer auafQiu'jicberen Behandlung gehören. Lies 
fde tihß flieissig und wenn es Dir gut acheint, dass ich dio 
üctprigen m dersettMn Art berauagebe, bo wiid auch da» 
aiit Gottes Htlfe ges^^en. Lebe wobL 

,AnML dp9 d^ntMchov. Bearb. Obgleich ea die Abiieht der 8»- 
ittb«tta]ig Ut, t$n mögßdut gBtrenes Abbild dai grieelüsfliieB Meiaterwerlu nt 
lieferst so enthalten doch die Lehrsätze des 4 ten Buchs, wie sie beim ApoUo- 
täxu aufgeführt sind, so viele specieUe Fälle derselben Eigenschaft, dass es 
sweckmääslg geschienen hat, dieselben nach der jetat üblichen Art der Be- 
^(tyifUnng etwas zusammenEuzichcn. 

§§. l.*^4, liehrsatz 1. — 4. Wenn von einem Punkt 
•wserjuiib eines Kegelsebnitts oder Kreises zwei gerade Li- 
nien gesogen werden, von denen eine denselben bertlbrt| die 
a^dne in swei Punkten schneidet nnd anf der letateren 
Linie an den beiden Dnrebscbnittspnnkten und dem ansser- 
ba^b angenooimenen Punkt der letsterem zugeordnete hielte 
harmonische Punkt gesucht wird; so trifit die Linie vom Be- 
rührungspunkt der Tanp:cnte nach diesem Punkt entweder 
i^elbst oder in ihrer Verlängerung den Kegelschnitt zum 
zweiten Male und die Linie von dem so erhaltenen Schnei- 
dnngspnnkt nach dem ausserhalb angenommene Punkt ist 
eine Tangente. 

Bei D dn Punkt ansserbalb eines Kegelschnitts oder Fig. 20!>,iio 
Gegenscbnitle, DA eine Tangente nnd DSF eine Linie, 
die den Kf gelscbnitt pder die Gegenscbnitte in ssWei Punkten 
B und F trifR;, sei G der vierte harmonische Punkt su E, F, 

D, so wird behauptet, dass die Liuie GA den Kegelschnitt 
oder die Gegenschnitte nocli ein zweites Mal trifft und dass die 
V<^ diesem Punkt nach D gezogene Linie eine Tangente ist. 

Per Punkt D kann bei Ellipse und Parabel oder Kr^ 
beliebig ausserhalb angenommen werden, immer wird von 
ihm aiiB eii| Durchmesser, der den Kegelschnitt schneidet, 
ipd iblgUpb ausser DA noch eine zweite Tangente DB gfh 
ftogen werden können. Ist der gegebene KegeUohnitt aber 
eine Hyperbel, so ist, wenn der Punkt D innerhalb des 
Asymptotenwinkcls liegt, dasselbe möglich als vorher, wenn 
er aber in einem Nebenwinkel desselben sich befindet, so 
kann eine zweite Tangente an den «ur ilyperbel gehörigen 
GegensoimiU gezogen werden. 
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Der Fall, wo der Punkt D in einer Asymptote selbst 
liegt, wird besondere behandelt werden. 

Beweis« Man anehe nun in jedem der Torerwfthnten 
FUle die zweite Tangente DB nnd verbbide B mit Weil 
nun von D sswei Tangenten an den Kegelschnitt gehen, welche 
mit Ausnahme des letzten FaDs denselben ToDstSndig zwischen 
Bich enthalten, während die Linie DEF denselben in zwei 
Punkten trifft, so miiss die Linie DEF die Verbindungslinie 
von R und A in jedem dieser Fälle schneiden ; dies muss 
aber auch im letzten Fall, wo D ausserhalb des Asymptoten- 
winkels einer Hyperbel liegt, geschehen, denn DEF schneidet 
dann einen begrenzten Theil der Hyperbel ab, die Linie BÄ 
aber kann die Hyperbel in keinem andern Punkt als in ^ 
treffen, also mnss sie durch EF gehen. Gesetzt nun, dieser 
Schneidungspunkt von EF und AB wäre ein anderer Punkt 
als G, z. B. Hy 80 muss nach IIT. 37. DE:DF=HE*IIF 
sein, was der Annahme DE'.DF—GE.GF widerspricht. 
Mithin muss die T>ini(' AB den Punkt G und folglich auch 
umgekehrt AG uöthigentalls verlängert den Paukt B treffen, 
w. z. b. w. 

Hierher gehören auch die von Apollonius in den Lehr- 
sätzen 15. und 16. behandelten Fälle, bei deren erstem 
der Punkt D innerhalb des Asymptotenwinkels einer Hyper- 
bel angenommen wird, 'die Gferade DJBF aber so gezogen 

wird, das» sie beide Gegenschnitte in je einem Punkt trifft 
(Fig. 212.), und l)ei deren zweitem der Punkt D ausserhalb 
des Asymptotenwinkels liegt, und wo deshalb nicht blos E und 
F, sondern auch A und ß auf beiden Gegenschnitten liegen 
(Fig. 213). Die Behauptung ist Übrigens in diesen Fällen 
ganz dieselbe wie oben, und der Beweis beruht auf HE. 39. 

§. 5« Lehrsatz 5, Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel eine Tangente und eine die Hy- 
perbel in zwei Punkten schneidende Gerade gezogen werden 
und in dieser wie oben der vierte harmonische Punkt gesucht 
wird, so ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Be- 
rührungspunkt der Tangente parallel der Asymptote, in 
welcher der zuerst angenommene Punkt liegt, 
»f. S14. Beweis wird auf gleiche Art als der vorige mit Hülfe 
von m. 35. geführt 
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Hierher gehört aucii der von Apollonius im Lehr- 
satz 17. behandelte Fall, in wolcheni die von D <aiis ge- 
zogene Gerade zwei Gegenschnittc in je einem Punkt tiiüifc. 
Pßr Beweis dieses Falls beruht auf III. 36. ' 

§§• 6. und 7. Lehrsatz 6. und 7. Wenn von einem 
funkt ausseriialb einer Hjper]>el eine Tangente, an diese, 
■0 ide eine Parallele mit einer Asymptote gezogei^ wer- 
den, und diese letztere über den Dnrdisclmitt mit der' 
Hyperbel hinaus um sieb selbst yerlSngert wird, so triiR die 
von dem so erhaltenen Endpunkt nach dem Berührungspunkt 
der Tangente gezogene Linie die Hyperbel oder ihren Gegen- 
schnitt noch in einem Punkte und die von diesem Schneidimgs- 
pimkt nach dem zuerst angenommenen Punkt gezogene Linie ist 
eine Tangeute an der Hyperbel oder an ihrem Gegenschnitt. 

Der Beweis wird wie oben geführt und beniht auf III. 30. fi^. sts. 
und ^X'i und die Sätze 6. und 7. unterscheiden sich dadurch, 
dass bei ersterem der Punkt D innerhalb des Asymptoten- 
^IlSUikels liegt; bei letzterem ausserhalb. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn von einem Punkt in ehaer 
Asymptote einer Hyperbel eine Tangente an (ikso iiiid eine 
Parallele mit der andern Asymptote gezogen werden und 
wenn diese über ihren Durchschnittspunkt mit der Hyperbel 
hinaus um sich selbst verlängert wird, so ist die von dem so 
erhaltenen Endpunkt nach dem Bertthrungi^unkt der Tan- 
gente gezogene Linie parallel der ersten Asymptote. 

Beweis wie oben, und beruht auf IIL 34. fü. n«. 

§§. 9. — 12. Lehrsatz 9. ^ 12. Zi^t man von einem 
Funkt ausserhalb eines Kegelschnitts zwei Gerade, deren jede 
ihn in zwei Punkten schneidet, und bestimmt in diesen Geraden 
die dem äussern Punkt zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte, so trifft deren Verbindungslinie den Kegelschnitt in 
zwei Punkten, oder wenn ein ausserhalb des Asymptoten- 
winkels einer Hyperbel angenommener Punkt gegeben war, 
die Hyperbel und ihren Gegenschnitt in je einoai Punkt und 
die Linien von dem zuerst angenommenen Punkt nach, die- 
sen beiden Durchschnittspunkten sind Tangenten. 

Sei B der Punkt ausserhalb-. l>EFj DIK die beiden Fig. 217,m8 
scheidenden Geraden, H,L die dem Punkt D zugeordneten 
yierten ^armp^iischen Punkte derselben, so wird behauptet, 
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dasa HL den Kegelschnitt oder die Gegcnscimittc in zwei 
Piiiikteii triü't und dass die Linien Yon D nach diesen Punk- 
ten Tangenten aind. 

Man kann in jedem der möglichen Fälle von D ati!s 
äwet Tangenten DA^ DB an den Kagelschnitt oder die Q«- 
gentehnitte nielMn, nnd dann nraaa die Linie ^ ■owoU den 
Pnnkt als den Punkt L nach III. 37 treten nnd miihin 
trifft anch omgekehrt HL Kegelsdinitt oder die G^egen- 
Bchnitte in den Punkten A und B und AD und DB aind Tan- 
genten. 

Hierher gehören auch die von Apollonius in den Lehr- 
sätzen 18. und 19. behandelten IfäUe, bei welchen die Gera- 
den DEFy DIK BO gezogen werden ; das» sie beide Gegen- 
schnitte achneiden, nnd bei deren erstem D innerhalb des 
Asymptotenwinkels einer Sy perbd p bei deren nwetteln er 
ausserhalb liegt, und welche gans eben so behandelt werdeä 
kttnnen (Fig. 330. und 331.). 

§. 13. Lehrsatz 13. Wenn von einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel zwei diese in je zwei Punkten 
schneidende Gerade gezog;en werden und in jeder derselben 
der dem äussern Punkt zugeordnete vierte harmonische Punkt 
beatimmt wird, so ist die Verbindangslinie dieser letzteren 
parallel der genannten Asymptote, tr^ daher die Hyperbel 
in einem Pnnkt nnd die Linie Ton diesem Pnnkt nnch dem 
snerst angenommenen ist eine Tangente. 
Kg, m. Beweis wie oben, und beruht auf IIL 35. 

Hierher gehört auch der TOn Apollonius im Lehr- 
satz 20. behandelte Fall, in welchem die beiden schneiden- 
den Geraden nicht eine Hyperbel in zwei Punkten; sondern 
diese und ihren Gegenschuitt in je einem Punkt treffen, und 
welcher auf lU. 36. zurückfuhrt (Fig. 223.). 

%4 14» Lebrsats 14. Wenn you einem Punkt in einer 
Asymptote einer Hyperbel dne diese in swei Punkten schnei'^ 
dende Gerade und räe Parallele mit der andern Asymptote 
gezogen werden, und wenn in ersterer der dem fiussmn an- 
geordnete yierte harmonische Punkt bestimmt, letastere aber 
über ihren Durehschnittspunkt mit der Hyperbel um sich 
selbst verlängert wird, so ist die Verbindunj^slinie der so 
erhaltenen Punkte paraiiei der ersten Asymptote, trifit die 
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Hyperbel in einem Punkt und die Linie von diesem Punkt 
9«ch dem zuerst angenommenen ist eine Tangente. 

Folgt aus III. 34 und 35. Fig . 

Hierher gehttrt« ancb der Lehrsata 21. des ApoUoniiU} 
welcher dieselbe Eigenschaft fftr den Fall behandelt; in 
welehem die schneidende Ckrade nicht eine Hyperbel, in 
zwei Punkten, sondern sie imd,ifaran Gegensohnitt in je dnmn 
Punkte trifft (Fig. 225.). 

§. 22. Lehrsatz 22. Wenn von einem Punkt inner* 
halb oder ausserhalb des Asymptotenwinkels zwei gerade Linien 
gezogen werden, deren eine die eine Hyperbel oder die Gegen- 
schnitte in swei Punkten schneidet, deren andere der einen 
Asymptote parallel ist, nnd wenn in ersterer der dem Süsseren 
Pimkt augeordnete vierte harmonische Punkt bestimlht, letatere 
abermn sich selbst verlängert wird, so sehneidetdie Verbindangs- 
linie der so erhaltenen Punkte die Hyperbel oder die Gegen- 
schnitte in zwei Punkten und die. von diesen Punkten nach dem 
zuerst angenommenen Punkt gezogenen Linien sind Tangenten. 

Beweis beruht auf IIL 30. 3L 37. 39. Fig. sm. 

§. 23. Lehrsatz 23. Wenn von einem Punkt inner- 
halb oder ausserhalb des Asymptotenwinkels zweier Gq- 
genschnitte Parallelen mit den Asymptoten gesogen und Uber 
ihre Durchschnittspunkte mit denselben um steh selbst yer^ 
iängert werden, so trifft die Verbindungslinie der so erhal- 
tenen Endpunkte die eine Hyperbel oder die Gegensdinitte 
in zwei Punkten und die von diesen Punkten nach dem 
zuerst angenommenen Punkt gezogenen Linien sind Tan- 
genten. 

Beweis beruht auf III. 30. und 31. fi«. SS7. 

§. 24. Liehrsatz 24. Zwei Kegelschnitte können nicht 
so beschaffen sein^ dass sie sich in einem Theile ihres Um- 
fimgs deckten, in dem andern aber auseinandergingen. 

Sei ABC, wemi es möglich ist, der gemeinschaftfichcFiff. s». 
Theil zweier Eeg{»lfiehaitte, welche sich jenseits A in die 
beiden Theile AD, AB trennen, so- ziehe man von A aus die 
Sehne ^/f in den gemeinschaftlichen Theil und von einem andern 
Punkt C desselben, der aber ausserhalb des genieinschaftliclion 
Segments über AH angenonnnen ist, eine Parallele mit Ah, 
welche die bei A auseinandergehenden Zweige in. zwei ver- 
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sehtedenen Ptankten 2> tmd B treffen 

in dem geraeinschaitlicben Se^nent über AH eine mit AH 
parallele Sehne IK und verbindet deren Mitte L mit der 
Mitte G von AH, so muss die Linie LG (I. 47.) .iiich die 
Mitten von CD Bowohl als von CE treffen, was unmöglich 
Ist. AIro können nicht 2wei Kegelschnitte sieh in einem 
Tlieile decke% in anem andern aber auseinandergehen. 

§. 25. Lehrsatz 25. Zwei Kegelschnitte können sieh 
nidit in mehr als in vier Punkten schneiden. 

Wenn es möglich ist, das« zwei Kegelschnitte mehr als 
vier Durchsclinittspunkte haben, so seien A, B, C, D, E fllnf 
auf einander folgende, d. h. fünf solche, dass kein anderer 
Durchschnittspunkt zwischen ihnen liegt. 
Fiff. SS9. Verbindet man nun A mit B und C mit D , so werden 
diese Linien einander entweder ausserhalb der Kegelschnitte 
sdmeiden oder parallel sein müssen. Treffen sie sich also 
entens in L, so siehe man LB und bestimme ui LBA sowohl 
als in LCD die dem Punkt L sugeordnetoi vierten harmo- 
nischen Punkte F und und yerbinde F mit G, so muss diese 
Linie LE in einem Punkt H treffen, und bestimmt man nun 
in der Linie LHE zu diesen drei Punkten den dem Punkt E 
zugeordneten vierten harmonischen Punkt M, so muss, da 
beide Kegelschnitte die Gerade LE zum zweiten Mal treffen 
mfissen (s. Anm.), dieser Punkt der beiden Kegelschnitten 
gemeinschafiliebe Bchneidungspunkt sein und in dem Bogen 
swischen B und »C liegen, was gegen die Annahme ist. 
Fig. S30. Wäre zweitens AB und CD parallel, so verbinde man 
ihre Mittelpunkte F und G und ziehe von E eine Parallele 
mit AB, die FG in // schneidet ; verlängert mau nun EH um 
sich selbst, so muss der so erhaltene Punkt beiden Kegel- 
schnitten angehören und zwischen 3 und C liegen, was gegen 
die Annahme ist. 

Mithin ist bewiesen, dass zwei Kegelschnitte sich nicht 
in mehr als vier Punkten schneiden können. 

Anm. Dan dne gerade Linie einen Kegelschnitt nur ib iwd Ponkten ' 
treflfen kann, ist oben bewiesen, und daraus folgt, dass die zwischen D und A 
befindlichen Thcilc beiilcr Kegelschnitte und also auch (kr Punkt £ innerhalb 
des Winkelraums ALI) sich befinden müssen, fül<;lich muss die Gerade EL 
jeden zwisclu n 7> und C die Schenkel des "Winkels verbindenden Zu;^ noth* 
wendig aclmeiden, woraus vielleicht das oben Gesagte noch klarer wird. 
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§. 26. Lehrsais 39. Wenn swd Kcgelsehnitte • aeh 
in einem Pnnkt berühren, so treffen sie sich ausserdem 

höclistcns in zwei Punkten. 

Sei A ein Punkt, in welchem sich zwei Kegelsclmitte 
berühren, und B und C zwei Schneidungspunkte von der Art, 
dass weder swischen A und noch zwisdicn B und C ein 
anderer gemeinschaftlicher Funkt der Kegelschnitte sich be-» 
findet. Sei nun, wenn es möglich ist, J> noch ein gemein- 
sdiafUicher Ponkt jenseits C, und siehe man in udl die beidäi 
Kegelschnitten gemeinsame Tangente, welche mit^der Greraden 
"BC entweder in einem Punkt L snsamme&trifl^ oder denel' 
ben parallel ist. 

Sei nun das crsterc der Fall, so bestimme man in LBCiig- asi. 
den L zugeordneten vierten harmonischen Punkt F und ziehe 
j^Ff dann muss AF die DL in einem Punkt H schneiden, 
imd. bestimmt man nnn in der Geraden DHL den dem Punkt 
D sQgordneten vierten harmonischen Punkt Af, so muss die- 
ser beiden Kegelschnitten angehören und swischen A und B 
liegen, was gegen die 'Annahme ist. 

Wäre aber BC mit der Tangente in A parallel, so siehe 
man von seiner Mitte F nacli A und von D eine Parallele 
rait BC^ die AF in H trilft; verlängert man nun DH um sich 
selbst, so erliielte man wieder einen Punkt, der beiden KegcL 
schnitten gemeinschaftlich ist und .zwischen A und B liegt, 
was gegen die Annahme ist. 

Also können swei Kegelschnitte, die sich in einem 
Ponkt berühren, ausserdem höchstens swei Punkte gemein 
haben. 

§. 27. Lefarsais 27. Wenn swei Kegelschnitte sich 

in zwei Punkten berühren, so können sie in keinem andern 
Punkt zusammentreffen. 

Seien A und B zwei Punkte, in denen sich zwei Kegel- 
schnitte berühren, so tjreffen die in ihnen gezogenen gemein- 
schaftlichen Tangenten sich entweder in einem Punkt L oder 
sie sind paraUeL 

Sei also ersteres der Fall und, wenn es möglich ist, C«g. a». 
noch ein gemeinschaftlicher Punkt der Kegelschnitte in dem 
Thdl des Baums ausserhalb des Dreiecks LAB, so siehe 
man CL, welche AB in H schneidet, und bestimme zu den 
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drei Ptmkteii L den dem C sageordnetoi Tiertea luuv 
monisolMii Pimkt dann mttmt» dieser beiden Kegekefudi* 

ten angehören, was gegen den vorigen Säte iet. 
PiK. tss. Sei zweitens C ein gemeinschaftlicher Punkt innerhalb 
des Raums LAB, dann ziehe man von C eine Parallele mit 
ABj welche die von L nach der Mitte F von AB gezogene 
Linie in einem Punkt H schneidet; und verlängere CH um 
sich gelbst, so muss der so erhaltene Punkt beiden Kege^ 
sohnitten gemeinschalUieh sein, was ebenfalls gegen den vo- 
rigen Sate ist. 

Hf. SM. Sind endlich die Tangenten in A nnd B parallel, so ist 
nach n. 27. AB ein Durchmesser beider Kegelschnitte, nnd 

gäbe es nun noch einen gemeinschaftlichen Punkt C dersel- 
ben, 80 müsstC; wenn von C an den Durchmesser eine Ordi- 
nate gezogen und um sich selbst verlängert würde, noch ein 
gemeinschaftlicher Punkt beider JC^elschnitte erhalten wer 
den, was ebenfiiUs gegen den vorigen Satz ist. 

Also haben swei Kegelschnitte, die sich in zwei Punk- 
ten berühren, ausserdem konen gemeinsohaiyiehen Punkt. 

§. 28. Lehraats 3SL Zwei Parabeln kdnnen nieht mehr 
als einen Berührungspunkt mit einander haben. 
Fig. 235. Seien, wenn es möglich ist, A und B zwei Berührungs- 
punkte zweier Parabeln , so ziehe man in ihnen die Tangen- 
ten, die sich in L treffen, und verbinde L mit der Mitte F 
von ABy dann müsste die Mitte von LF (nach I. 35. und 
II. 29«) ein beiden Parabeln gemeinschaftlicher Punkt seih, 
was gegen den vorigen Satz ist. 

§. 29. Lehrsate 29. £ine Parabel, die ausserhalb 
einer Hyperbd Hegt, kann diese nieht in swei Punkten be^ 
rühren. 

Fig. 236. Seien, wenn es möglich ist, A und B zwei Berührungs- 
punkte einer Hyperbel mit einer ausserhalb befindlichen Pa- 
rabel, so ziehe man in A und B die gemeinschaftlichen Tan- 
genten, die sich in L schneiden, ziehe von L nach der Mitte 
F> von AB, so muss LF ein Durchmesser sein und also den 
Mittelpunkt C der Hyperbel treiFen, femer jeden der beiden 
Kegelschnitte zwischen L und F in einem besondem Punkt» 
zuerst die Parabel in G nnd dum nfther an F die Hyperbel 
in M schneiden. Nun ist LQh=zGF (L 85.) nad LCi CM 
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== CM : CF (T. 37.), also auch ^fL :FM^CL:CM und also 
FM:> ML, welches der andern Folgerung L6=Gi^ wider- 
spricht^ also kann eine Hyperbel von einer ausserhalb lie- 
genden Parabel nicht ii^ zwei Punkten berühirt werden. 

§. 30. Lehrsatx 30. Eine Parabel kann eine EUipse 
oder einen Kreis nicht in zwei Punkten yon innen berühren. 

Seien; wenn es möglich ist, A nnd B zwei Berühmngs- Ftf . m, 
punkte einer Ellipse und Parabel, so dass der durch AB be- 
gränzte Parabelabschnitt innerhalb der Ellipse liegt. Man 
ziehe in A und B die Tangenten, welche sich in L schnei- 
' den und von L nach der Mitte F von AB eine Linie, die 
zuerst die Ellipse in M und dann näher an F die Parabel 
in G so wie weiterhin den Mittelpunkt C der Ellipse (IL 29.) 
trifft Nun ist i^==:G/; (L 35.) und CFiCM^CMiCL 
(I 37); also FMiML^CFiCM nnd folglich FM<lML, 
welches der andern Folgerung FG^QL widerspricht; also 
kann eine Ellipse yon einer Parabel nicht in zwei Punkten 
von innen berührt werden. 

§. 3L Lehrsatz 31. Zwei Hyperbeln, welche den- 
selben Mittelpunkt babeu; können sich nicht in zwei Punkten 
berühren. 

Sei^; wenn es möglich ist, A und B die Berührungs- Fi«^ iss. 
punkte zweier Hyperbeln; welche denselben Mittelpunkt C 
haben. Man ziehe in A nnd B die' Tangenten; die sich in 
h schneiden; so trifft die Linie von L nach der Mitte F von 
AB sowohl das Gentrum C als jede Hyperbel zwischen L nnd 
V in einem bcsondcrn Punkt G und Af, und dann mfisste 
nach L 37. sowohl CM^ = CL • CF als CG^ ^ CL - CF sein, 
was unmöglich ist. 

§. 32. Lehrsatz 32. Wenn eine Ellipse eine andere 
oder l^nenEreis von demselben Mittelpunkt in zwei Punkten 
berührt; so geht die Verbindungslinie der Berülurungspnnkte 
durch den Mittelpunkt. 

Seien A nnd B die Punkte, in denen sich zwei Ellipsen Ftg. tS9. 
Ton demselben Mittelpunkt C berühren. Ginge AB nicht 
durch den Mittelpunkt, so müssten die Tangenten A und B 
sich in einem Punkt L treffen (IL. 27.); zöge man dann von 
L nach der Mitte F von AB eine Linie, welche sowohl das 
Centruin C als jede Ellipse in einem besoudem Punkt G, M 

ApoUouius, KegoUchnitte. 10 

. j ^ d by Google 
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trifft, so entsteht wieder der Widersprucli , daas CG' = CF 
• CL und auch CM^ s CF • CL sein müsste. 

§. 33. Lehraats 33. Ein Eegelaclinitt kann einem an- 
dern, der nicht nach derselben Seite zn hohl ist, in nicht 

mehr als zwei Punkten begegnen. 

Anm. Durch jede Sehne eines Kegelschnitts entstehen bei Parabel und 
Hyperbel ein begränzter Bogen, der seine hohle Seite nach der Sehne zukehrt, 
bei der EUipM xwei begränzte Bogen auf jedtr Mto d«r Otraden, wddM 
gleioliftni Um KtOmmungen von UUm 8eit«D btr der Gendea rakdUBM; 
•dmeiden dcih also zwei K^gdfcbnitte is swd Pnnklai, fo Batt lieh durch de» 
ren YerbindongaBnie leicht entschdden, <rt» dfe anf dersdben Stite liegendea 
Bogen ihre KrOmmong nach derselben Seile sakehren oder lüeht. 
m. IM. Seien A, B, C drei gemeinschaftliche Punkte zweier Ke- 
gelschnitte und zwar so, dass B in dem durch A und C be- 
gränzten Bogen liegt, so mtlssen, da ABC ein beiden -Kegel- 
schnitten einbeschriebencs Dreieck ist, diese ihre Höhlung 
derselben Seite von AC zukehren, w. z. b. w. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Kreis einem von zwei G^enschnitten in zwei. Punkten 
begegnet und ^e zwischen den Durchschnittspunkten liegen- 
den Bogen nach derselben Seite zu gekrümmt sind, so tref- 
fen die Verlängeniiij^en des ersten Kegelschnitts über die 
Durchschnittspunktc hinaus den zweiten Gegenschiiitt nicht. 
Fig. 241. Seien A und B die Durclischuittspunktc eines Kegel- 
schnitts mit einer Hyperbel, so dass die begränzten Bogen 
auf derselben Seite von AB liegen; da nun die Gerade AB 
den zweiten G^genschnitt nicht trifft nach II. 33^, so kann 
auch der jenseits dieser Geraden liegende Theil des Kegel- 
schnitts mit dem andern G^genschnitt nicht zusammenkommen, 

§. 35. Lehrsatz 35. Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Kreis einem von zwei Gegenschnitten begegnet, so kann er ' 
den andern in nicht mehr als zwei Punkten treffen. 
Flg. 149. Seien B, C, D, wenn es möglich ist; drei Sehneidungapunkte 
eines Kegelschnitts mit ehier Hyperbel^ A der Durchschnitt des- 
ßelben mit dem G^genachnitt dieser Hyperbel* Weil nun der 
Kegelschnitt ABOD den Schnitt H trifft, so kfonen die zwi- 
schen B und C liegenden begränzten Bogen ihre Krümmungen 
nicht nach derselben Seite zu kehren nach §. 34., wenn das 
aber nicht der Fall ist^ kann ein dritter Schueiduugspunkt 
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D nicht vorhanden sein nach § d3; also kann der Keget- 
Bcbsitt ABC, der den einen Gegensohaitt in Ä trifPt, den 
■ödem nur in zwei Punkten schneiden. 

§. 36. Lehrsats 96. Ein KegeUchnitt oder «n Er«» 
kann mit einem Paar Gegenschnitten nicht mehr ak vier 
Punkte gemein haben. 

Dies folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz, denn wenn 
ein Kegelschnitt beide Gegenschnitte überhaupt trifft, so ist 
dort gezeigt^ dass er keinen in mehr als zwei Punkten 
schneidet. 

§. 37. Lehrsatz 37. Wenn ein Kegelschnitt oder ein 
Kreis einen von swei Gegenschnitten mit seiner hohlen Seite 
bertthrty so kann er den andern nicht treffen. 

Sei ^ der Punkt, in welchem em Kegelschnitt eine Hy-Fig. sis. 
perbel mit seiner, hohlen Seite, d. h. so dass bmde Ounren 
auf derselben Seite der Tangente liegen, berührt. Weil nun 
diese Tangente nach II. 33. den andern Gegenschnitt nicht 
trifft , so kann auch der ganz auf der einen Seite derselben 
liegende Kegelschnitt den auf der andern Seite liegenden 
Gegenschnitt nicht treffen. 

§. 38. Lehrsatz 38. Wenn ein Kegelschnitt oder 
Kreis jeden von swei Gegenschnitten in einem Punkt be- 
rtthrty so kann er dieselben in keinem andern Punkt trefieo. 

Seien A und B die BertthrungspuiÜLte emes Kegelschnitts fis. sia. 
mit zwei Gegenschnitten, so kann in keinem dieser Punkte 
die Berülirung mit der liohlen Seite des Kegelschnitts ge- 
schehen, da sonst derselbe nach dem vorigen Satz den an- 
dern Gegenschnitt nicht treffen könnte. Zieht man also in ' 
A und B die gemeinschaftlichen Tangeuten, so liegt der 
Kegelschnitt ganz zwischen denselben, wenn sie parallel 
sind, und in einem der Ton ihnen gebildeten Winkelrftume, 
wenn das nicht der FaD ist, wäirend die Gegenschnitte 
ganz ausserhalb der angegebenen Bäume sich befinden, folg- 
lieh kann kein weiterer Sehneidungspunkt Statt finden. 

§, 39. Lehrsatz 39. Wenn eine Hyperbel einer an- 
dern in zwei Punkten begegnet, so dass die zwischen den 
Durchschnittspunkten liegenden Bogen ihre Krümmungen 
gegen einander kehren, so können die Gegenschnitte der- 
selben sich nicht treffen. 

10* 
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lüg; M5. Seien A und B die Punkte, in welchen zwei Hyperbeln 
Bich 80 schneldcD; dass die sswischen diesen Punkten liegen- 
den Bogen ihre Krttmmnngen gegen einander kehren, so 
siehe man die Gerade AB] diese kann nun kemea der Ge- 
gensehnitte treffen und es mnss auf der Sdte derselben, 
anf welcher der begränzte Theil einer Hyperbel liegt, anch 
der zuj^^c'hörige Gegenschnitt sich befinden (II. 33.). Da nun 
die begränzten Theilc der Ilypcrbehi auf verschiedenen Sei- 
ten der Geraden Aß sich befinden sollen, so leuchtet ein, 
dass deren Gegenschnitte gleichfalls auf verachiedeuen ^i- 
ten liegen, sich also nicht treffen. 

§. 40* Lehrsatz 40. Wenn eine Hyperbel jeden ron 
zwei Gegenschnitten trifft, so kann ihr Gegenschnitt keinem 
derselben in mehr als einem Punkt begegnen« 

Fiff. SM. Seien A,B die Punkte, in welchen eine Hyperbel ACB 
zwei Gegenschnitten A und B begegnet, so wird behauptet, 
dass ihr Gegenschnitt keinem derselben in zwei Punkten be- 
gegnen kann. Träfe er den Schnitt A in zwei Punkten D 
und E, so könnte die Gerado DE nach II. 33. weder den 
Scbnitt B noeli den Schnitt ACB treffen; dies ist aber un- 
möglich, da diese Schnitte sich in B treffen und also keinen 
Zwischenraum übrig lassen, durch welchen die Gerade DB 
hindurch ' gehen könnte. 

Auf gleiche Welse kann gezeigt werden, dass der Ge- 
genschnitt von ACB keinen der beiden Schnitte A und B 
berühren kann, du sonst die gemeinschaftliche Tangente auf 
denselben Widerspruch führt wie die Gerade DE. 

§. 41. Lehrsatz 41. Wenn eine Hyperbel jedem von 
zwei Gegenschnitten in zwei Punkten begegnet, so trifft ihr 
Gegenschnitt keinen derselben. 

vtg, U7. Seien A,B und C,D die Punkte, in welchen eme Hy- 
perbel zweien Gegensc^tten AB und CD begegnet, so wird 
behauptet, dass der Gegenschnitt von ABCD keinen der bei- 
den Gegenschnitte AB und CD in einem Punkt treffen kann. 
Man ziehe die Geraden AB und CD, welche sich in H 
schneiden. Weil nun AB und CD zwei Geraden sind, deren 
jede die Hyperbel ABCD in zwei Punkten schneidet und so, 
dass nicht ein Durchschnittspunkt einer Geraden zwischen 
die der andern ftUlt, muss der Funkt H nach U. 25. inner- 
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halb des Asymptotcnwinkels von ABCD fallen und der Ge- 
genschnitt von ABCD zwischen den Schenkeln des Scheitel- 
winkels toxi AHD sich befinden. Weil aber die Gerade AB 
den Gegeiuichiiitt CD nicht treffen kann und eben so wenig 
die Gerade CD den Gegenschnitt AB, kOnnen diese beiden 
Schnitte in den Scheitelvinkel von AHD gar nicht hinein- 
kommen nnd folglich anch mit dem Chgenadmitk Ton ABCD 
keinen Durchschnittspunkt haben. 

§. 42. Lehrsatz 42. Wenn eine Hyperbel eine an-, 
dre in vier Punkten schneidet, so treffen sich die Gegen- 
Bchnitte dieser Hyperbeln in keinem Punkt. 

Seien Aj B, C,D vier Punkte, in welchen sich zwei Hj-pig.tig nmt. 
perbehd schneiden, so wird behauptet, dass ihre Gegenschnitte 
sich nicht treffen können. Wir unterscheiden inierst die heor * 
den Fälle, in deren erstem man die Funkte A, B, C, D auf 
beiden Hyperbeln in derselben Ordnung so durchlaufen kann, 
dass in dem begränzten Theil einer jeden Hyperbel zwischen 
denselben zwei auf einander folgenden Punkten keiner der 
übrigen Durchschnittspunktc liegt, wie in Fig. 248. und den 
zweiten, in dem das nicht möglich ist. Im erstercn Falle 
nun ziehe man AB und CD, die sich (nach H. 25.) in einem 
Punkt L schneiden müssen, nnd bestimme in LAB sowohl 
ab in LCD die dem Punkt L zugeordneten vierten harmo- 
nischen Punkte P und Q, so trifft die Verbmdungslinie von 
PQ nach IV. 9. jede Hyperbel in zwei Punkten und die Li- 
nien Yon L nach diesen Punkten sind Tangenten. TrSfiai 
nun die Gegenschnittc der Hyperbeln, welche beide ganz im 
Scheitelwinkel von ALD liegen, sich in einem Punkte E, so 
ziehe man £L, welche Linie PQ in einem Punkt R treffen 
muss, und bestimme in dieser Linie zu E,L,R den dem 
Punkt E zugeordneten vierten harmonischen Punkt Dann 
mttsste dieser nach einer leichten Folgerung aus HI. 39. bei- 
den Hyperbeln ABCD angehören und also diese sich noch 
in einem fünften Punkte schneiden, was unmöglich ist. Also 
können ihre Gegenschnitte sich nicht treffen. Im zweiten 
Fall (Fig. 249.) schneiden sich AB und CD in einem Punkt 
L innerhalb des Asymptotenwinkels der einen Hyperbel und 
AD und BC in einem Punkt M innerhalb des Asymptoten- 
winkels der andern, mithin liegt der eine Gegenschnitt ganz 
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im Scheitelwinkel von ALD, der andere ganz in dem von 
AMB und können einander also nicht tveffen, da diese Schei* 
telwinkel gänzlich ausser einander liegen. 

▲am. Bei ApoUoniiu ist awder erst« FaU htluuMMi 

§. 48^ Lekraaii 4^ Wenn eine Hjpaibel eine an- 
dere in '2wei Funkten ao schneidet, dasa die bcgränaten 
Theile beider anf derselben Seite der entstandenen Sebna 

liegen, und wenn eine dieser H>'perbeln ausserdem noch den 
Gegensclinitt der andern trifft, ao trifft ihr Gegenschnitt 
keinen der übrigen Schnitte. 

Hf. SSO. Seien Ay B die Punkte , in denen eine Hyperbel eine 
andere auf die oben erwähnte Art achneidet , C ein Punkt, 
in dem sie mit dem Gegenschnitt zusammenkommt, so wird 
• behanptet, daas ihr Gkgenachnitt keinen der andern Schnitte 
treffen kann. Zieht man die Geradm AC^BC, so fiegt die- 
ser Gegenschnitt nach IL 25. gans in dem Seheitelwinkel 
Ton ACB. Da aber keine der beiden Geraden AC oder BC 
weder die Hyperbel AB noch die Hyperbel C in einem fer- 
neren Punkte schneiden kann, so können diese Hyperbeln 
in den Scheitelwinkel von ACB nicht hinein kommen und 
mithin auch deu darin befindli ecken Schnitt nicht treffen« 

§. 44. lielirsatz 44. Wenn eine Hyperbel einer an- 
deren in drei Punkten begegnet, so treffen sich die 
genschnitte dieser Hjperbehi höchstens in ^nem Ifmikt. 
ns.s6iHBA Seien A, Bj C die drei Punkte, in welchen die HypeiM 
^ AMBC eine andere ANBC trifft, so wurd behauptet, dass die 
Gegenschnitte dieser Hyperbeln einander höchstens in einem 
Punkte treffen. Denn träfen sie sich in zwei Punkten D 
und E, so wäre entweder DE parallel AB oder nicht. 

ng. »1. Im ersteren falle verbinde man die Mitten F und G von 
AB und DB, so ist FG nach UI. 36. ein Durchmesser flür 
beide Paare T<m Gegenschnitten » also muss eine von C per 
rallel mit iCß - gesogene Sehne von FG halbirt werden i und 
da dies in beiden HTperbehi AMBC und ANBC gesohehen 
mOBste^ so hifctten diese ausser den Punkten A, C noch 
einen vierten Punkt gemein, was dem §. 42. widerspricht. 

rig. 268. Im zweiten Falle, wenn DE nicht parallel AB wäre, 
verlängere man beide, bis sie sich in F schneiden, und ziehe 
Ton Q eine ParaUcle mit AB, welche die nöthigenfaiia ver- 
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längerte DF in G und die Hyperbeln AMBC und ANBC 
zum zweiten Mal in den Punkten X und Y triÖ't. Dann 
ist nach Anm. au III. 19.: 

1) FA'FB:FE'FDs=zOC*GX:GE>GD und 

2) FA'FBiFB'FDs^GC'GYiGE'GD, also 
GXs= GY, oder mit andern Worten/ GC trifit beide Hjrper- 
bebt zum zweiten Male in demselboD Pmkt, was wieder ge- 
gen §. 42. ist. 

§. 45. Lehrsatz 15. Wenn eine Hyperbel einen 
Ton zwei G^genschnitten berttbrt nnd den andern in z#ei 
Funkten schneidet» so trifft ilir Gegenschnitt keinen der bei- 
den andern Gegenschnitte. 

Seien B die Punkte , in denen eine Hyperbel AMCnt, S6sa, 
eine andere AND schneidet, C der Punkt, in dem sie den 
Gegenschnitt 0 von AND berührt, so wird behauptet, dass 
der Gegenschnitt P von AMC keinen der beiden Gegen- 
Bchnitte AMD und 0 trifft. Zieht man die Gerade AB und 
die Tangente in C, welche sich in M schneiden, so muss der 
Schnitt P ganz im Scheitelwinkel von AMC sich befinden^ in 
welchen keiner der Schnitte AND und 0 hineinkommen kann» 
wenn nicht drei Schneidungspunkte oder ein BerQhrung^punkt 
und ein Schneidungspunkt zwischen einer Geraden und zw^ 
Gegenschnitten Statt finden sollen. Mithin trifft der Schnitt 
P keinen der Schnitte AND und O. 

Anm. Es ist jedoch noch der in Fig. 253b. dargestellte Fall möglich, 
in welobem der Berührangspunkt C auf der Hyperbel AMC zwischen don 
SohncMniigwpwaktwi A veaA B liegt. In dtoMm TaU Jkgjb der Gegensdiiihl F 
gani im Söheitalwinkel y<m ÄCB, in wekfaen. keiner der fiteigen Schnitte 
hin^kommen kann. 

§. 46. Lehrsatz 46. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere in einem Punkt berührt und in zwei Punkten schneidet^ 
so treffen sich die Gegenschnitte dieaer Hyperbeln nicht. 

Sdien A der Punkt, in welchem eine Hyperbel eine an- 
dere berOhrti B und C die Punkte | in denen sie dieselbe 
sohneidety «o wird behauptet, dass die Gegenschnitte sich 
nieht schneiden« Angenommen also, sie träfen sich in D. 
Nun ist entweder die gemeinschaftiiche Tangente in dar 
Linie BC parallel oder nicht. 

Im erstercn Falle ziehe man von A nach der Mitte Ei ig. 254. 
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▼on BC, dann ist AE ein Durchmesser beider Paare von 
Gcgensclinitteii; und zhiht man also von D an denselben eine 
Parallele DF mit BC nnd verlängert sie um sich selbst bis 
G, so niüsfite der erhaltene Punkt G gleichfalls beiden Ge« 
genschnitten angehören, was gegen IV. 44. ist. 

Träfe aber EA den Punkt D selbst, so rnttaste die dort ge- 
sogene Paraliele mit BC jeine zweite gemdnsame Tangente sdn^ 
beide Paare von Gegenschnitten h&tten alao denselben Mit- 
telpunkt nnd die Ton B nnd C gezogenen Dorchmeeser mttss- 
ten gleichfiiUs zn ihren andern Endpunkten Schneidungspunkte 
dÄ: Gegensclmitte haben, was unmöglich ist. 
rig. 256. Sind aber zweitens BC und die Tangente in A nicht 
parallel, sondern treffen sich in E, so bestimme man in EBC 
den dem Punkt E zugeordneten vierten harmonischen Punkt 
Gf aiehe AG und D£p welches AG in einem Punkt L schnei- 
den muss; bestimmt man nnn nocb in DEL den dem Punkt 
J) angeordneten vierten bannonischen Pnnkt, so mOsste das 
ein gemeinsamer Punkt beider Hyperbebi sein^ was gegen 
IV. 26. ist. 

§. 47. Lehrsatz 47. Wenn eine Hyperbel eine an- 
dere in einem Punkt schneidet und in einem Punkt berührt, 
so können die Gegenschnitte derselben sich höchstens in einem 
Punkt treffen. 

Sei A der Punkt, in dem eine Hyperbel eine andere 
berllhrty B der Punkt, in dem sie dieselbe schneidet^ so wird 
behauptet, dass die Gegenschnitte sich nur in einem Punkt 
C schneiden können. Gfesetat, sie träfen sich noch in so 
ist CD der Tangente in A entweder parallel oder nicht 

Flg. 256. Im ersteren Fall ist die Linie von der Älitte F von CD 
nach A ein Durchmesser beider Paare Gegenschnitte und die 
von B daran gezogene Ordinate niüsste um sich selbst verlängert 
einen neuen gemeinsamen Punkt beider Kegelschnitte geben, 
. was gegen den vorigen Satz ist. 

FiS^ «67. Im zweiten Fall treffe CD die in gesogene Tangente 
im Punkte K Zieht man nun von B dne Parallele mit der 
Tangente AE^ bis sie die verlängerte CD in F trifft^ und 
nennt M nnd N die Punkte, in denen diese Linie BF die 
H3^erbeln zum zweiten Male schneidet, so muss nach Anm. 
zu XU. 19.: 
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EA^ : EC' ED = FB' FMiFC- FD = FB • FN: FC FD 
sein, d. h. die Punkte M und N mttsseh guaammenfallen^ 
was nach vorigem Satz unmöglich ist 

§. 48. Lehraatz 48. Wenn eine Hyperbel eine andere 
in einem Funkte berührt^ so kdnnra sich die Gegenschniite 
höchstens in zwei Punkten treffen. 

B&ßTk A der Berflhrungspunkt zweier Hyperbeln, B und 
C Durchs chnittspunkte ihrer Gegcnschiiitte, so wird behaup- 
tet, dass kein dritter Durchschnittspunkt D mögiicli ist. 

Denn es ist entweder BC der Tangente in A parallel 
oder nicht. 

Im ersteren Falle ist die Linie von A nach der Mitte G yob. ftf. sss. 
SC ein gemeinsamer Durchmesser und die von D an diese ge- 
zogene Ordinate mtlsste um sich selbst verlängert einen neuen 
gemeinsamen Punkt beider G«genschnitte treffen, was gegen 
17. 42. ist 

Im letzteren Falle treffe die verlängerte BC die in A Fig. 259. 
gezogene Tangente in E und eine von D mit BC gezogene 
Parallele dieselbe in F und die beiden Gegenschnitte zum 
zweiten Mal in den Punkten M und N, so muss nach Anm. 
zu ni. 19. 

EA^ : EB ' EC=z FA^ : FD ' FM =z FÄ^ :FD ' FN 
sein, oder die Punkte M und N müssten znsammen&llen^ 
was gegen IV. 42. ist. 

§. 49* Lehraats 49. Wenn tone Hjperbcl jeden von 
zwei Gegenschnitten berührt, so kann ihr Gegenschnitt kei- . 
nen derselben treffen. 

Seien A und B die Punkte, in denen eine Hyperbel Fig. aeo. 
zwei Gegenschnittc A und B berührt; sclineiden sich nun die 
Tangenten von A und B in C, so muss der Gegenschnitt von 
AB ganz in dem Tlaum des Scheitelwinkels von ACB sich 
befinde, während die Gegenschnitte A und B in den Bäu- 
men der Nebenwinkel von ACB Hegen, mitibin könn^ diese 
Schnitte nicht zusammentreffen. 

§. 50. Lehrsatz 50. Wenn zwei Gegenschnittc von zwei 
anderen je in einem Punkt berührt werden, indem die sich 
berührenden Schnitte nach gleicher Seite zu gekrümmt sind, 
so sclmeiden sich dieselben in keinem andern Punkt. 

Seien A und B die beiden Punkte, in denen zwei Paar^^s» sei. 
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GegenRclinltte einander berühren, und wenn es möglick ist, 
D noch ein Schneidungsponkt ausserdem. 

Man ziehe in A und B die Tangenten, die sich in E 
treffen, und Ton B den zweiten Durchmeieeri der AB in F 
halburt« Dann rntttste die Ton D an diesen iweiten Dmh- 
messer gezogene Ordinate DO um sich selbst ▼erlltngert dnen 
neuen Durchscfanittspankt der Gegensohrntte trefai, was ge. 
gen rV. 47. ist. 

Wären die Tangenten in A und B parallel, so hätten 
beide Paare von Gegenschnitten denselben Mittelpunkt, also 
gäbe ein Durchschnittspunkt D auf der einen Seite sofort 
einen zweiten auf der andern Seite des Mittelpunkts« 

§. 51. Lehrsatz 51. Wenn eine Hyperbel eine anddK^ 
in swdl Punkten berührt, so trefoi sieh die G^^ensohnittet 
dieser Hyperfoehn nidit 
vig. in. Seien B die Punkte, in welchen sich zwei Hyperbehi 
bertthrmi, und wenn es möglich ist, D der Punkt, in dem 
sich ihre Gegenschnitte schneiden. Man ziehe in A und B 
die Tangenten, die sich in E schneiden; zieht man nun die 
Gerade DE, so muss dieselbe AB in einem Punkt F schnei-* 
den, und bestimmt man zu D, F den dem Punkt D zu- 
geordneten vierten harmonischen Punkt, so müsste dieser 
nach einer leichten UnikehniBg von HI. 39. beiden Hyp^ 
bek angehören, was gegen lY. 27. ist^ 

g. 52. Lekraats 52.. Wenn eine Hyperbel one an- 
dere berührt, so dass die Krümmungen nach entgegengesetn» 
ten Seiten zu liegen; so treffen- die Gegenschnitte dieser Hy* 
perbeln einander nicht. 
Fig. 263. Man ziehe die gemeinschaftliche Tangente und dann lie- 
gen die Gegenschnitte auf verschiedenen Seiten derselbeHif 
können einander also nicht treffen. 

§• 53. Lehrsatz 53. Ein Paar Gegenschnitte kana 
¥011 einem andern Paaie höchstes in vier Punkten (pesohutr 
ten werden. 

Da alle einzelnen FsUe, die diese BehfliiqptaDg eiaacbfiess^ 
schon in den früheren SSteen enthalten tund, so besteht der 

Beweis nur in der Aufstellung der einzelnen Möglichkeita» 
und dem ^Vuführen des Lehrsatzes, dem jeder einzelne wid^ 
a|tricht. Seien also A^ und C,i> zwei Pawce Yon Gegen- 
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flohnitten, welche einander in fünf Punkten träfen, so untere 
•cheiden wir folgende 14 Fälle. 
£• schnitte: 

1) A den C in mehr als yier Punkten; gegen §• 2& 

2) A den C in ^er Fniikten; B den C in einem Punkt; 

gegen §. 36. 

3) A den C in vier Punkten^ B den D in einem Punkt; 

gegen §. 42. 

4) A den C in drei Punkten, B den C in zwei Punkten j 

gegen §. 36. 

b) A den C in drei Punkten, ^ den C in einem Punkt, 
den D in einem Punkt; gegen §. 40. 

6) A den C in drei Punkten, B den i> in vwei Punkten; 
gegen §. 44. 

7) A den C in swei Punkten, B den C in swei Punkten, 
den D in dnem Punkt; gegen §. 40. 

B) A den C in zwei Punkten, B den C in einem Punkt, 

den D in zwei Punkten; gegen §. 40. 
9) A den C in einem Punkt, B den C in drei Punkten, 

den Z) in einem Punkt; gegen §. 35, 

10) ^ den C in einem Punkt, B den C in swei Punkten, 
den D in zwei Punkten; gegen §. 41. 

11) A den C in djMm Punkt, B den C in einem Punkt, 
den D in dr« Punkten; gegen §. 35. 

12) ^ den O in vier Punkten, den Z> in einem Punkt; 
gegen §. 36. 

13) ^ den C in drei Punkten, den D in zwei Punkten; 
gegen §. 36. 

14) A den C in zwei Punkten, den D in einem Punkt, B 
den C in zwei Punkten ; gegen §. 40., wie im Beweis 
dort bemerkt ist 

Da hierin alle möglichen FäUe enthalten sind, so ist. 
Ifeaeigt^ dasa zwei Paare von GregenBchnitten nicht mehr als 
Tier Burchschnittspunkte haben können. 

§. 54 Lebraats 64. Wenn ein Paar Gegenschnitte 
mit einem andern einen Berührungspunkt haben, so treffen 
. .sie sich ausserdem höchstens in zwei J* unkten. 

Auch dieser Satz ist bereits in den früheren enthalten 
und e9 lassen sich folgende einzelne Fälle aufstellen, wob^i 
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wieder A,B und C,D die beiden Paaro von Gegenschnitten 
bedeuten. Wir nehmen m allen Fällen an, dass A den C 
in einem Funkt berührt, io ist su zeigen, dass auaserdem 
nicht drei Schneidungspnnkte möglich sind. 

1) Schnitte A den C noch in drei Funkten *, gegen §. 26. 

2) Schnitte A den C in zwei Funkten, den D in einem 
Punkt; gegen §. 37. 

3) Schnitte A den C in einem Punkt, den Z> in zwei 
Punkten; gegen §. 37. 

4) Schnitte A den D in drei Punkten; gegen §. 35. 

5) Schnitte A den C in zwei Punkten, B den C in einem 
Funkt; gegen §. 37. 

*6) Schnitte A den C in zwei Funkten, B den Z> in einem 
Funkt ; gegen §. 46. 

7) Schnitte A den C in einem Fmikt, B den C in swei 
Punkten; gegen §. 37. 

8) Schnitte A den C in einem Punkt, B den C in einem 
Punkt, den D in einem Punkt; gegen §. 37. 

9) Schnitte A den C in einem Punkt, B den £> in zwei 
Punkten; gegen §. 47. 

10) Schnitte A den C in einem Punkt, den D in einem 
Funkt, B den C in einem Funkt; gegen §. 37. 

11*) Schnitte A den C in mnem Funkt, den D in einem 
Funkt, B den D in einem Funkt; gegen §. 37. 

12) Schnitte A den D in einem Funkt, B den C in swei 
Punkten ; gegen §. 40. 

13) Schnitte A den D in einem Punkt, B den C in einem 
Punkt, den D in einem Punkt; gegen §. 52. 

14) Schnitte ./i den D in einem Punkt, B den D in zwei 
Punkten; gegen §. 40. 

15) Schnitte A den D in zwei Funkten^ B den C in einem 
Funkt; gegen §• 45. 

16) Schnitte A den D in zwei Funkten, B den D in einem 
' Punkt; gegen §. 45. 

17) Schnitte B den C in drei Punkten; gegen §. 35. 

18) Schnitte B den C in zwei Punkten, den D in einem 
Punkt; gegen §. 40., wie im Beweis dort bemerkt ist. 

19) Sclmitte B den C in einem Punkt, den D in zwei 
Funkten; gegen|§. 40« 



20) Schnitte B den D in drei Punkten; gegen §. 48. 

Da also kein Fall möglich iat, in welchem zwei Paar 
G^genschnitte ausser einem Berührungsponkt noch drei Scbnei- 
dungspunkte hätten, so ist die Behaaptimg erwieBen. 

§. 55. Lehrsais 55« Wenn ein Paar Gegenschnitte 
mit einem andern Paar zwd Berühmngspunkte hat^ so kön- 
nen sie sich in keinem andern Pmikte treff^&n. 

Es könnte: 

A den C zweimal berühren und A den C einmal schnei- 
den; gegen §. 27. 
^ 2) A den C zweimal berühren und A den D einmal schnei- 
den; gegen §. 37. 

A den C zweimal berühren und B den C einmal schnei- 
den; gegen §. 37. 

A den C zweimal berühren nnd B den D einmal schnei- 
den; gegen §. 51. 

A den C einmal und den D einmal berühren und A 

den C einmal sclineiden; gegen §. 38. 
A den C einmal und den D einmal berühren und B 
den C einmal schneiden; gegen §. 49. 
A den C einmal, B den D einmal berühren; A den C 
einmal schneiden; gegen §. 50. 
8) den C einmal, B den D einmal berühren, A den 
D einmal schneiden ; gegen §• 40. 
Da also kein, Fall möglich ist, in welchem zwei Paare 
yon Gegenschnitten ausser zwei Berührungspunkten noch 
einen Sdhneidnngspunkt hätten, so ist die Behauptung er- 
. wiesen. 



Nacbrichtea Ober den Codex^ 

« 

■u mlekam HftUejr di« kteinMche Uebenetzung der KiffMaäM 

des ApoliomoB entaommen h»L 



Der ansgezeicbnete ^ Codex ArrnftdumuB" hat am Ein- 
gang des Buches in grosser Schrift den arabischen Titel 

^Biich der Kegelschnitte nach Nasir-cddin von Tus", und so- 
wohl am Antan«^^ als am Ende des fünften^ sechsten und sie- 
benten Buches finden sich die Worte: „Buch des Apolloniua 
über die Kegelschnitte", übersetzt von Thebit hen Corah, 
verbessert von Beni Moses. Am Ende aber befindet sich 
eine Nachschrifit, die gleichsam eine kurze Geschichte ist^ 
von wessen Hand, an welchem Orte nnd zu welcher 
dieser Codex geschrieben ist Diese Nachschrift ist nach der 
tTebersetzung des Dr. Sike, Professor der orientalischen Spra- 
chen in Cambridgo, tblp^ende: „Dies ist die Erzählung, die 
am Ende des Buches niederschrieb der grosse Muley Nasir- 
cddin. Der Schreiber dieser Zeilen, Mohammed Ebn Moham- 
med Ebu AI hasan von Tus vollendete dieses Buch und die Cor- 
rectur dieses Exemplars unter dem Beistand des allgütigen 
Gottes am 21. Tage des Monats Dhi 'Ihajje im Jahr 645 
(den 9. März des Jahres 1248). Er hatte angefangen sich 
damit zu beschftftigen am 12. Tage .des Monat Babia des 
vorhergehenden Jahres (16. August 1247) und von diesem 
Zeitraum standen ihm nur zwei Dritttheile zu Gebote. Die 
Abfassung der Scholien aber zu diesem Exemplar, die An- 
ordnung und Verbesserung der Figuren beendete Achmed Ebn 
Aly Abu 'Ifaraj Mohammed mit dem Beinamen Ebn Ibawwab 
. von Bagdad im Monat Moharram 662 (October 1263)^ lobend 



Gott für seine Wohlthaten und betend filr seinen auserwähl- 
ten Propheten Mohammed und dessen Familie. Ehre sei 
Gott und Friede seinen auserwählten Dienern. Unser Yer- 
tnmen und unsere beste Hülfe ist Gott" 

^Vollendet ist dieses Bzemplar in der Stadt Maraga 
m der «weiten Ferie am aehnten Tage des Monats Schaabui 
im Jahre 702 (30. Hirz 1303)^ im persischen Monat Ohor- 
dad am Tage Asmon." 

Am Ende des Exemplars ist ansserdem angegeben, wo- 
her es abgeschrieben ist, und dass der achte Thoil des Buches 
nicht in's Arabische übersetzt ist, weil er sich auch nicht im 
Griechischen vorgefunden hat. Hieraus geht hervor, dass 
kaum irgend eine HoAnung auf Wiedererlangung des achten 
Buches vorhanden ist. Die Stadt Maräga, in der vor 400 
Jahren (Halley schreibt 1710) dieses schöne Exemplar der 
,Conica" geschrieben sein soll, liegt an der Ghribme Me- 
diens und Assyriens, unter 82* tfstli<^er Länge und 37|* 
nördlicher Breite , die Stadt Tus, woher Nasir eddin stammt, 
beinahe in derselben Breite unter 92 J° östlicher Länge, 
während Bagdad 80 ^ Länge hat nach den Tafeln von 
Graves. 

' ^ 

Fünftes Buch des Apollonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



ApoUonius grüsst den Attalas. 

In diesem fünften Buoh habe ich Sfttze Uber die läng- 
sten und kOnesten lanien^ die vbn einem Punkt an den 
Umiang mnes Kegelschnitts gezogen werden können, zusam. 

mengestellt. Man muss aber wissen, dass diejenigen, welche 
vor mir oder zu meiner Zeit lebten, die Lehre von den kür- 
sesten Linieu nur kurz behandelt und nur bewiesen haben, 



160 



welche Linien die Kegelschnitte berühren und welche Eigen- 
schaften diesen Tangenten zukommen. Aber hiervon habe 
ich im ersten Buch gehandelt, woselbst ich jedoch die Lehre 
von den kürzesten Linien übergangen habe. Ich hatte vor, 
auch bei der Behandlung dieses Gegenstandes dieselbe Ord- 
niing inne an halten, die ich bei den Toransgeschickten Ele- 
menten der drei Kegelschnitte beobachtet habe^ nftmlich anf 
jeden beliebigen Durchmesser der Schnitte Bttckßioht za neh- 
men; weil aber die Eigenschaften, die dann zn betrachten 
wärcn^ zu zalilreich sind, so habe ich jetzt nur unternommen, 
das zu zeigen, was sich auf die Achsen oder Hauptdurch" 
messer bezielit. Die hierauf bezüglichen Sätze aber über die 
kürzesten Linien habe ich sehr genau eingetheilt und in Ord- 
nungen unterschieden und dann die vorerwähnten Sätze über 
die längsten Linien hinznge£Ügt Das so Behandelte ist für 
die dieser Wissenschaft Beflissenen besonders nothwendig so- 
wohl zur Eintheilung und zur Determination als zur Oon- 
struction der Aufgaben, abgesehen davon, dass dieser Gegen- 
stand zu den Dingen gehört , welche würdig sind, um ihrer 
selbst willen betrachtet zu werden. Lebe wohll 

§§. 1 — 3. Lehrsatz l — 3. Wenn bei Hyperbel oder 
Ellipse im Scheitel einer Achse ein Loth gleich dem halben 
zugehörigen latus rectum errichtet und dessen Endpunkt mit 
dem Mittelpunkt des Eegekchnitts verbunden wird^ so ist 
das Quadrat einer beliebigen Ordinate an dieser Achse gleidi 
dem doppelten des Vierecks, das diese Ordinate mit den vor- 
genannten drei Linien bildet. 

Sei AB eine Achse einer Hyperbel oder Ellipse, AD ein 
Loth darauf in A gleich dem halben zugehörigen latus rec- 
tum und CD gezogen. Sei ferner vom Funkt E des Kegel- 
schnitts die Ordinate EF an die Achse gezogen^ welche CD 
in Gr schneidet; so wird behauptet: 

JBSF» = 2ADGF. 

Erster Fall (S. 1. des Ap.). Die Ordinate EF trifft 
diejenige Halbachse CA oder bei der HTperbel die Verlän- 
gerung derjenigen Halbachse CAj auf deren Endpunkt A das 
Loth errichtet ist. 

Gonstr. und Beweis« Man verlängere AD um sich 
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selbst bis H, ziehe BH , das die Ordinate EF oder deren 
Verlängerung in / trifft, und vollende das ßechteck AFIK, 
80 ist nach L 12. und I. 13.: 

jEF2 = AFIK, aber dass 
AFIK^ erhellt, weil 

AD^DHssGI und folglich auch GFr=: DK ist, müaa ist 
gezeigt; dass: 

EF» = 2AFGD. q. e. d. 

Zweiter Fall (S. 2. des Ap.). Die Ordinate triflftFig. aec. 
das Centrum C, dann ist CE- =2/\^ACD. 

Es ist, übrigens unter Beibehaltung der obigen Bezeich- 
nungen CE^=ACW nach 1. 12 und 13*; mithin, wie Ton 
selbst einleuchtet, CE^=2^ACD. 

Dritter Fall (S. 3. des Ap.). Die Ordinate EF trifftnc. 207. 
die Hälfte CB der AcJise oder deren VerlSngerung, auf deren 
Endpunkt das Loth nicht errichtet ist. 

In diesem Fall ist zu beweisen, dass EF» gleich dem 
doppelten Unterschied der Dreiecke CAD und CFG ist, denn 
dass dieser Unterschied für den Inhalt des Vierecks AFGD 
in diesem Falle gesetzt werden muss, ist bekannt. Seien 
dieselben Bezeichnungen als oben beibehalten und werde noch 
in B ein Lotli errichtet^ das die verlängerte DC in L trifft; so 
ist nach Fall L: 

EF» = 2BLGF= 2 A^^C'— 2A^GC, 
da aber ^BLC congruent dem ^CAD ist, folgt, dass 

EF» = 2/\CAD^2/^CFG. q. e. d. 

§. 4. Lehrsatz 4. Wenn auf der Achse einer Parabel 
vom Scheitel nacli innen zu ein Stück gleicli der Hälfte des 
latus rectum abgeschnitten wird und von dem so erhaltenen 
Punkt Linien an den Umfang der Parabel gezogen werden, 
so ist die kürzeste derselben die nach dem Scheitel gezogene 
und von je zwei übrigen diejenige die kürzere , welche dem 
Scheitel näher liegt Das Quadrat einer jeder dieser Linien 
übertrifft das Quadrat der kürzesten um das Quadrat der 
Abscisse, welche durch die von ihrem Endpunkt gefüllte Or- 
dinate auf der Achse entsteht. 

Sei FECBA eine Parabel und auf der Achse nach innen Fig. ses. 
zu ein Stück AO gleich dem lialben latus rectum abge-iclinit- 
ten, seien ferner von 0 an den Umfang der Parabel die 

Apolloniu, KegeUcbnitto. * \\ 
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Linien OB, OC, die Ordinate OE und jenseit derselben noch 
OF gezogen^ so ist zu zeigen: 

OA<.OB <:OC<:OE<: OF. 

Man ziehe noch Ton den Pnnktea C, F die Ordiaa- 
ten BG, CH, FI. , 

Nim ist nach L II.: 

J?G> = 2^6 . ilO = 2ilG . 60 + 2A0^, 
mÜhin ist: 

OB» = OG- ^ BG- = 00^ -f 2 AG - GO -f 2AG^ 
= (^OG -f- AOy 4- AG^ = 0^2 ^ ^(-2. 
Auf gleiche Weise ist OC^ = OA^ + AIP. 
Ferner ist OE' = 2 0A^ = 0^2 ^ „^d endlicli ist 

OF» = O/^ + F/2 = 01^ + 20A'AI= On -\-20l'QA 
+ 20i<» =(0/-h Oii)» + O^» =14» + O^a, 
mithm iat die Behauptung yollstllndig erwiesen. 

§. 5. Lehrsaix 5. Wenn auf der Adiae einer Hyper- 
bel vom Scheitel nach inaen an ein Stück gleich dem halben 
latus rectum abgeschnitten wird, so gelten für die von dem 
so erhaltenen Punkt an den Umfang der Hyperbel gezogenen 
Linien dieselben Behauptungen als bei der Parabel. Nur ist 
der Ueberschuss des Quadrats einer solchen Linie über das 
Quadrat der kürzesten gleich einem Rechteck über der zu- 
gehörigen Abscisse, welches ähnlich ist dem aus der Haupt* 
achse und aus der fifumme dieser und des latus rectum ge- 
bildeten und zwar so^ dass die Abscisse der Hauptachse ent* 
spricht 

Fig. 2«». Sei eine Hyperbel FEBA gegeben und Tom Scheitel 
A auf der Hauptachse nach innen zu ein Stück AO gleich 
dem halben latus rectum AD al)geschnitten , von 0 aber die 
Ordinate OE so wie die Linien OB, OF diesseit und jenseit 
der Ordinate an den Um£uig gezogen, so wird behauptet: 

1) OA<zOB<:OB<:OF, 

2) OB^ — OA^ = AG^' , 
' CA 

Man ziehe die Ordinaten BG, FI so wie die Linien CD^ 
OD, welche entweder selbst oder in ihren Vcrtogerongen von 

BG in den Punkten A' und L, von FI in P und Q geschnit- 
ten werden, nenne N den Durchschnitt von EO mit CP und 
falle endlich das Loth DM von D auf GK, 
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Nun iBt nach §. 1.: 

1) BG^=2AGKD, 

2) da 06 »GL ist» OQ^^2^0Gl4, mithin 
8) OB* = (HP +B0^ = 2AGKD + 2^0QL 

^2/\OJD + 2/\DLKt=OA* +DM'LK, 
Weil aber OAr=i AD, ist auch DM^LMy und da 
DM'.MK = : ^Z>, ist auch DM'.LK= CA : CA + JD, 
und setzen wir statt DM das gleiche AG, so erhalten wir 

OJ'=0^'-h^g«. <^-'+/^> . 

Auf ganz gleiche Art erhalten wir aucli die Zeilen 
OE^ = OA^ + 2/\D0N , or- OA^- + 2 /^DQP oder 

und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke DLK, DON, DQP 
ergiebt sich ON: OA = QP:AT=zLK: AG=^CA + ADzCA. 

Da also die Kechtecke, um welche die Quadrate der Linien 
OB, OE, OF der Reihe nach das Quadrat von OA übertref- 
fen, ähnlich sind und eine immer zunehmende Breite haben, 
SO erhellt, dass jede folgende dieser Linien länger ist als die 
vorhergehende. 

§. 6. Lehrsatz 6. Wenn unter denselben Voraus- 
setzungen als in den beiden vorigen Sätzen der Keg(>lschnitt 
eine Ellipse und die Achse die grosse Achse derselben ist, 
80 gelten gleichfalls die obigen Behauptungen, und es ist 
demnach die längste aller Linien, die von dem erhaltenen 
Funkt an den Umfang gehen, diejenige, welche mit der kür- 
zesten einen Winkel von 180 Grad bildet. Der Ueberschusa 
des Quadrats einer beliebigen Uber das. Quadrat der kürzesten 
Linie ist gleich einem Rechteck über der zugehörigen Absciaae, 
das ähnlich ist dem aus der Hauptachse und ihrem üeber- 
schuss über das latus rectum gebildeten. 

Es ist unter denselben Bezeichnungen als oben möglich, den Fig. 270. 
vorigen Beweis buchstäblich auf die neue Figur anzuwenden bis 
zu der Zeile: OB^ = 0A'^ -\-DM- LK-^ dann ist wieder wie oben 
DM = Likf und aus der Proportion DM:MK= CA : AD erhalten 
wir diioBmtADMiLKss CA: CA — AD, woraus sieh leicht ergiebt : . 

0B2 = 0^2 _|. AG*.M:^^EL 

und dann das Uebrige wie oben gefolgert Werden kann. 
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§. 7. Lehrsatz 7. Wenn auf der Hauptachse eines be- 
liebigen Kegelschnitts yom Scheitel nach innen zu ein klei- 
neres Stück als das halbe latus rectum abgeschnitten wird, 
so ist unter den yon dem so erhaltenen Punkt an den Um- 
fang gezogenen Linien die ktlnsette die nach dem erwähnten 
Scheitel gezogene und von je zwei übrigen auf derselben 
Seite der Achse befindlichen dirjcDigo länger, welche mit der 
kürzesten den grösseren Winkel bildet, 
iig. S71. Öei auf der Achse eines Kegelschnitts vom Scheitel A 

nach innen zu ein Stttck AP^C ^ abgeschnitten und von P 

an den Umfang auf derselben Seite von PA Linien PB, PC 
gezogen, so ist zu zeigen: 

PA<:PB<:PC. 

Man schneide von A aus noch A0 = ^ auf der Achse 

ab und ziehe OB, OC, AB, BC. 

Nun ist OA < OB nach g. 4 — 6., mithin auch / OBA 
<ZZ_OABf also desto mehr /^PBA<. / PAB und folglich 

PA <: PB. Es ist aber auch OB < OC und folglieh / OCB 

<:/O^Cund also desto mehr /^IVB <: /^PBC, mithin 
PjÖ<: PC. Also ist die Behauptung erwiesen. 

§. 8. Lehrsatz 8. Wenn auf der Achse einer Parabel 
vom Scheitel nach innen zu ein grösseres Stttck als das halbe 
latus rectum abgeschnitten wird, so ist untör den von dem 
so erhaltenen Punkt an den Umfang gezogenen Linien die 
kürzeste diejenige , deren Projektion auf die Achse gleich 
dem halben latus rectum ist und von je zwei andern auf der- 
selben Seite der Aclisc liegenden die der kürzesten näher 
liegende die kleinere. Der Ueberschnss des Quadrats einer 
beliebigen dieser Linien über das Quadrat der kürzesten ist 
aber gleich dem Quadrat des Stücks der Achse, das zwischen 
den Fusspunkten der zugehörigen Ordinaten liegt. 
Hg. S7S. Sei auf der Achse der Parabel GCA vom Scheitel A 

aus nach innen ein Stück AO, das grösser als ^- ist, ferner von 

O auf OA ein Stück 0B = ~ abgeschnitten, und in B die 

Ordinate BC, in O die Ordinate OF errichtet, ferner OC, OD 
zwischen 00 und OA^ OE zwischen 00 und O^und OG jenseit 



OFan den ümfang so wie 7on den Bndpimkten dieser Linien die 

Ordinaten DH, EIj GÜC gezogen, so ist zu zeigen, dass 0C<: OD 
und OC<:OE<:OF<: OG ist, ferner, dass z. B. 0Z>2 _ QC^ 
s= jB/T^, woraus dann das Uebrige der Behauptung folgt. 
Es ist 

1) 0C2 = 0B2 4- CJ52 = + 2 05 . B^, femer 

2) ODa = 0£r» +i)jy2==(0JBH-ÄJÖ)a 

ebenso 

3) OjB« = 0/a+E/a = (BO-i?i)»+20B.^ 
=052 — 205 5/2+ 20B.^/= OB24. 205. 5^ +37^ 

4) OF^ =2 ÜB- 0A = 2 OB^ + 2 05 5^ 

== 052+205.5-44-052, 

endlich 

5) OG^=:07in» + (?Jr2c=(5ir— 05)2 + 205. ^ = 5Ä2 
-^2 0B'BK-\-0B^ +2 0B'AK=0B^ 2 OB - BA -\- BK^ . 

Aus der Vergleiclumg der so erhaltenen Schlusswerthe 
von OC^, OD^, OE^, OF^, OG* ergiebt sich Ton selbst die 
Bicbtigkeit der Bebanptang; dass OC die kürzeste nntar allen 
diesen Linien ist, nnd aus den zwischen den Quadraten von 
ODf OBf OF, OE und dem Ton OC erhaltenen Unterschie- 
den 5/^2^ BP, BO^, BK* erhellt von selbst, dass von zweien 
dieser Linie diejenige kürzer ist, welclie OC näher liegt. 
Auch die auf verschiedenen Seiten von OC liegenden Linien 
lassen sich mit Hülfe dieser Unterschiede leicht vergleichen. 

Anra. Ks ist gut die Bemerkung hinzuzufdgen , dass OA ein Maximum 
unter den benachbarten Linien ist, so dass unter allen von 0 an den ganzen 
Umfang der Parabel gehenden IJnien ein Maximum umgeben von z-wei Mini- 
mis sich ändct, jeuseit welcher die Linien auf beiden Seiten in's Unendliche 
wachsen. 

§. 9. Lehrsatz 9. Wenn auf der Achse einer Hy- 
perbel vom Scheitel naeli innen zu ein Stück grösser als das 
halbe latus rectum abgeschnitten wird, so ist unter den von 
dem so erhaltenen Punkt auf einer Seite der Achse an den 
UmÜBaig gezogenen Linien die kürzeste diejenige, deren End- 
punktsordinate die Achse so trifft^ dass das Stück der letzte- 
ren vom Mittelpunkt bis zum Fusspunkt der Ordinate zu dem 
von diesem tNisspunkt bis zum Ausgangspunkt der Linien 
sich verhält wie das latus transversum zum latus rectum. Von 
je zwei andern auf derselben Seite dieses Minimums befind- 
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Hohen JAnim irt cÜe dem Ifiiiiniiim nfthere kllner. Der 
UeberaehiUM des Quadrats einer beliebigen dieser Linien über 

das Quadrat der kürzesten ist gleich einem Rechteck über 
dem Stück der Achse, das zwischen den Fusspunkten der 
zugehörigen Ordinaten liegt, das ähnlich ist dem aus dem 
latus transversum und der Bumme desselben und des latus 
rectum gebildeten, 
m * 178. Sei anf der Achse einer Hyperbel BFA Tom Scheitel A 

aus nach innen das Stück -^0>- - abgeschnitten und werde das 

Sttlck CO durch einen inneren Punkt jB so geÜbeilt, dass, wenn 
AL das in A errichtete halbe latus rectum isty die Proportion 
CBxBO^CAxAL Statt findet, werde dann in B die Ordinate. 
BJ>^ in 0 die Ordinate 06, femer OD nnd zwischen OD und OA 

OE, zwischen OD und OG OF, jenscit OG OH an den Um- 
fang, so wie die Ordinaten EI, FR, HIV gezogen, bo wird 
behauptet, dass OD die kürzeste unter den von 0 an' die 
Hjperbel gezogenen Geraden ist und dass z. B. 

Qjga — OD» ^ BP > 

woraus dann die übrige Behauptung sich ergiebt. 

Man ziehe CL, das ^ie verlängerten EI, DB, FR, GO, 
HW in Mf N, S, V, X trim, ferner ON, das die nöthigenfalls 
verlängerten EI, FR, HW inP, T, Y ixißtj und Me von N 
das Loth QNU auf IP nnd RS. 

Nun ist 

CB.BO^CAiAL^CBiBN, 

folglich BO = BN und deshalb auch NQ = QP. Es ist aber 

1) OD^ = OB^ + BD^ = 2/\^OBN-^2ALNB = 20NLA, 

2) OE^ = 0/2 J^En=2/\ OIP+2ALMI=2 ONLA 

+ 2^MNP, 

3) OF^^OR^ +FR^=2^0RT + 2AL8R=^20NLA 

+ 2/\TNS, 

4) 0G2 = 2 OALV= 2 ONLA + 2 A ONV, 

5) am = om 4- nm =2 a oy}v+2al2CW' 

= 2 0NLA + 2^NXY. 

Aus der Vergleichung der so erhaltenen Endwerthe Ton 

OB^, OF^y OG*, OIP mit dem von OD» ergiebst sich, dass 
sie sämmtlich grösser als das letztere sind und dass die be« 
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treffenden Unterschiede gleich den doppelten ähnliclien 
Dreiecken HNP, TNS, ONV, YNX sind. In einem dieser 
Dreicke MNP haben wir aber die Proportion NQ : MQ = CA 
:ALf miihm NQ : NQ + MQ oder NQ : M P CA i CA AL, 

mithm 2AMNP=r NQ - MP^ JJP • J^, ; raid ähnlich fllr 

die übrigen Dreiecke. Mithin ist die .ganze Behauptung 
erwiesen. 

§. 10. tiehrsato 10. Wenn auf der grossen Achse 
einer Ellipse Tom Scheitel nach innen zu ein grösseres Stück 
als das halbe latus rectum abgeschnitten wird, so ist unter 

den von dem so erhaltenen Punkt an den aut einer Seite der 
Achse befindlichen Theil des Umfangs gezogenen Linien die 
kürzeste diejenige, deren Endpunktsordinate die Achse zwischen 
dem oben genannten Scheitel und dem Ausgangspunkt der 
Linien so trifft, dass das ^tück Yom Mittelpunkt bis zum 
Fusspunkt der Ordinate zu dem von diesem Fnsqkunkt bis 
zam Ausgangspunkt der Linien dich wie die grosse Achse 
, zu ihrem latus rectum verhiüt. Von je zwei andern auf der- 
selben Seite dieses Minimums liegenden Linien ist die dem- 
* selben nähere kürzer. Der Ueberschuss des Quadrats einer 
solchen Linie über das der kürzesten ist gleich einem Rechteck 
über dem Stück der Achse ; das zwischen deu zugehörigen 
beiden Ordinaten liegt, welches ähnlich ist dem aus der 
grossen Achse und ihrem Ueberschuss über das latus rectum 
gebildeten itechteck. 

Sei auf der grossen Achse einer Ellipse vom SchditelFis. S74. 
A nach innen zu ein Stück AO grösser als das halbe latus 
rectum AL abgeschnitten und zwischen O und A ein Punkt 
B so bestimmt, dass OB : BO = CA : AL ist, femer in J5 die 
Ordinate BD, in O die Ordinate OG .errichtet und sowohl 
OD als zwischen OD und (JA OE, zwischen OD und OG OF 
und jenseit OG OH an die Ellipse so wie die Ordinaten 
FRf HW gezogen; so wird behauptet 

1) dass OD die kürzeste derLinien OD, OE, OF, OG, OH ist, 

2) dass auf jeder Seite von OD die entfernteren Linien 
länger als, die näheren sind; 

3) dass z. B. OE^ — OD« =BI^ . - 7,— i«t. 
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Wir haben wie oben CB : BO = CA : AL= CB: BN jmd 
deshalb BO = BN Boyfie in Folge dessen NQ^QP. Es ist aber 

1) OD^^OB^'{-BD^=^2/^OBN+2ABNL^20NLA, 

2) OB^^On +El»^2/S0IP +2JIML = 2 0NLA 

+ 2 A ^NPy 

3) OF^ = OR^ + FR' = 2/\0RT + 2ARSL ==20NLA 

4) OG^=2AOVL:=2 0NLA + 2^VNOf 

6) Om = OfP^ + jrm =^2 ^OWY + 2 /\CJL 
^2 /\CXW'^2 0NLA + 2 /^^XNY. 

Verp;leichen wir die hier erhaltmen Schlusswerthe von 
0£S OF^, OG^, OH\m\t dem von OD-, so zeigt sich, dass 
sie der Reihe nach um die doppelten Dreiecke MNP, TN8, 
VNOj XNY grösser sind. Als Höhen dieser Dreiecke lassen 
sich die Geraden BI, BR, BO, BWaia^en, nnd da NQ : QM 
=^CA:AL und iVQ = QPist, haben wir NQ:3iP=CA:CA 
— AL, mithin 

MP=^BI. ^'^^'^/^\ 8ko2/\MNP=BI^.^^^^. q. e. d. * 

§• 11. Lehrsatz 11. Unter den vom Mittelpunkt einer 
Ellipse an den Umfang gezogenen Linien ist die kttnseste 
die halbe kleine Achse ^ die längste die halbe grosse Achse; 
und Ton den dazwischen befindlichen Linien jede der kleinen 
Achse nähere kürzer als die entferntere. Der Ueberschuss 
des Quadrats einer beliebigen dieser Linien über das Qua- 
drat der halben kleinen Achse ist aber gleich einem Rechteck 
über dem Stück der grossen Achse zwischen dem Mittelpunkt 
und dem Fusspunkt der zugehörigen Ordinate, das ähn- 
lich ist dem aus dieser Achse und ihrem Ueberschuss über 
ihr latus rectum gebildeten. 

ng. s7& Sei CB die halbe kleine, CA die halbe grosse Achse 
einer Ellipse, CD, CT zwischen ihnen an den Umfang gezo- 
gene Linien, deren Endpunktsordinaten DE, IK sind; so ist zu 
zeigen, dass CA :> CI:> CD > CB und, wenn AL das halbe 
latus rectum ist; dass 

€2)2 — CB* =CE* . -4,"?^. 

CA 

Mau veriän^^rc AJb, bi$ es gleich CA wird^ zum Puiikt 
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Ty ziehe CL^ CF und verlängere DE, IK, bis sie CL in G und 
M, CF in H und N schneiden. Nun ist; 

1) CB^ = 2/\ CAL, 

2) CD^=DE^ '\-CE^=2AEGL+2£^ECH=2^CAL 

+ 2/\CGH, 

3) CI^^nP + CK^^2AKML + 2^CKM^2/S^CJL 

+ 2/\CMN, 

4) C4» = 2 A 2 A C'-^ + 2 A CI'^- 

Aus der Vergleichung der sonach für C7i-, CD^, C/^, 

C/i^ erhaltenen Sclilusswerthe ergiebt sich die Richtigkeit 
des ersten TheÜB der Behauptung^ und da 2 A ^^^"^ • 

leicht ans der Proportion CE: GH^ CA .CA^ AL, 

wie schon in früheren Sätzen ähnlich geschehen ist, abgeleitet 
werden kann, ist auch der zweite Theil der Behauptung erwiesen. 

§• 12« Lebrsats 12. Wenn auf einer von einem Punkt 
der Acbse an den Umfang eines Kegelschnitts gezogenen 
Mnimallinie ein beliebiger Punkt angenommen wird^ so ist 
unter den von diesem Pmikt an den Umfang gezogenen 
Linien, welche die Achse selbst nicht durchschneiden, das 
Stück der Minimallinie selbst die kürzeste und nach beiden 
Seiten hin jede davon entferntere länger als die nähere. 

Sei von einem Punkt O auf der Achse OA eines Kegel- rü. m, 
Schnitts die Minimallinie OB an den Um£uig und von einem 
Punkt P dieser Minimallinie die Linien PC, PD beliebig an 
den TJm&ng gezogen, so dass C und D zwischen B und A' 
liegen, so wird behauptet: 

PB<:PC<:PD<:PA. 

Man ziehe die Linien BC, CD, DA, OC, OD. 

Es ist nach Amiahme und früheren Sätzen OB <: OC 
<:OD<:OA, mithin auch 2 ö^^> / OCÖ, also desto 
mehr ^ OÄC> ^ PCB und folgüch PC> PB; auf gleiche 
Weise / OCD > ODC, also desto mehr / PCD > / PDC, 
mithin PD >> PC u. s. f. Auf gleidie Weise kann bei {innen 
auf der andern Seite TOn OB verfahren werden. 

§. 13. Lehrsatz 13. Wenn von einem Punkt der Achse 
einerParabel eine von der Achse seihst verschiedene Minimallinie 
an den Umfang gezogen wird, so Ist der Winkel, den sie nach 
dem i^icheitel zu mit der Achse bildet; ein spitzor und das Stück 



j ^ . .y Google 



170 

der Achse, welches zwischen dem Anfangspunkt und der 
£ndpuukt8ordinatc der Minimalliule liegt; ist gleich dem halben 
latus rectum der Parabel. 

Fig. 977. Sei O ein Punkt der Achte OA einer Parabel; von 
welchem die Minimallinie OB an die Parabel gesogen ist, 
80 ist zn zeigen, daas der Winkel BOA ein «pitzer ist nnd 
das Stock OC, das die Ordinate BC des Punktes B auf der 

Achse bildet, gleich dem halbem latus rectum ist. 

Es ist zunächst einleuchtend, dass das Stück OA grösser 
als das halbe latus rectum sein muss, da sonst nach §. 4. 
und §. 7. OA selbst die Minimallinie sein würde und 03 
grosser ab OA sein, müsstew Sehneidet man nun anf OA ein 

Stück 00 = - ab und errichtet in C eine Ordinate, so muss 

diese den Punkt B treffen, denn trftfe sie einen andern Punkt 
E der Parabel, so wSre nach %, 8. OE die Mmirnftllftiift und 
nicht OB, was gegen die Annahme ist; also ist Winkel BOC 
ein spitzer und OC gleich dem halben latus rectum. 

§. 14. Lehrsatz 14. Wenn von einem Funkt auf der 
Achse einer Hyperbel eine ^Knimallinie an dvn Umfang ge- 
zogen wird, die mit der Achse einen Winkel bildet, so ist 
dieser nach dem Scheitel der Hjperbel zu ein spitzer und 
die- von dem £ndpnnkt der Minimallinie gezogene Ordinate 
theilt die Achse so, dass das Stttck derselben Tom Mittel- 
punkt bis zum Fusspunkt der Ordinate zu dem von diesem 
Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt der Minimallinie sich ver- 
hält wie das latus transversum zum latus rectum, 
ng. «78. Sei vom Punkt O der Achse OA einer Hyperbel an diese 
die Minimallinie OB und von B die Ordinate BD gezogen^ 
so ist za zeigen, dass Winkel BOA ein spitzer ist und dass, 
wenn C der Mittelpunkt der Hyperbel ist, CD : DO ^ f : r. 

Es erhellt aus §. 5. und §. 7., dass OA :> ^ sein muss, 

TS 

mithin ist CAiOA<ztir, nnd theilt man CO durch einen 
Punkt 2>, so dass CD : DO = / : r, so liegt deshalb D zwiachen 
A und 0* Trftfe nun das in D errichtete Lioth die Hyperbel 
nicht in B, sondern in E, so wäre nach §. 9. OE die Mini- 
mallinie und nicht OB, was gegen die Annahme ist, mithin 
theilt die von B gei'älite Ordinate die Achse so, dass CD 
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lDO = t:r und es ist der Winkel BOD ein spitzer als schiefer 
Winkel des reclitwinkligen Dreiecks GBL!, q. e. d. 

|. 15. Lebroatz 15. Wenn von einem Punkt der 
grossen Achse einer Ellipse eine MinimaHinie, die einen 
Winkel mit der Achse bildet, an den Umfang geaogen wird^ 
so ist dieser Winkel nach dem Mittelpunkt zu dn stumpfer; 
ist aber der Ausgangspunkt der Mittelpunkt selbst, so steht 
die MinimaDinie auf der Achse senkrecht. Im erstwen Falle 
trifft die Ordinate vom Endpunkte der Minimallinie die grosse 
Achse zwischen dem zunächst gelegenen Scheitel und dem 
Ausgangspunkt der Linie , so dass das Stück vom Mittel- 
punkt bis zum Eusspunkt der Ordinate zu dem von diesem 
Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt sich yerhält wie das latus 
transversum zum latus rectum. 

Per Theii des Sataesy der sich auf die vom Mittelpunkt 
gesogene Linie besieht , folgt unmittelbar durch Umkehnmg 
von §. 11. und der andere TheÜ wird ebenso bewiesen als 
der vorige Sate. 

§§.16 — 18. Lehrsatz 16 — 18. Wenn auf der kloinen 
Achse einer Ellipse ein Punkt angenommen wird, der von 
einem Scheitel nach innen zu um das halbe zugehörige latus 
rectum entfernt ist, so ist unter allen Ton diesem Punkt an 
den Umfang gezogenen Linien dieses abgeschnittene Stück der 
kleinen Achse selbst die längste, das andere Stück derselben 
die ktlraeste und von je zwei andern Linien die dem Maxi- 
mum nShere l&nger als die entferntere. Der üeberschuss des 
Quadrats der Maximallinie über das Quadrat einer beliebigen 
andern der an den Umfang gezogenen Linien ist gleich einem 
Rechteck über dem Stück der Achse vom Scheitel bis zum 
Fusspimkt der zugehörigen Ordinate, welches ähnlich ist dem 
aus der kleinen Achse und dem Üeberschuss des latus rectum 
über dieselbe gebildeten. 

Wir betrachten zuerst den Fall, in welchem das halbe latus 
rectum kleiner ist als die kleine Achse (§. 16«)> dann den, wenn es 
ihr gleich ist (§• 17), und endlich den, wenn es grösser ist (§. 18.). 

§. 16. Sei also eine Ellipse EAB Ton solcher Gestalt gege- ng. «7». 
ben, dass das halbe latus rectum AL der kleinen Achse AB 
kleiner ist als diese und sei dasselbe von A aus auf AB abge- 
schnitten zum Punkt Oj ferner die Ordinate 0£ in 0 und in dem 
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Kaum EOA die Linie OD mit der Endpunktsordinate DG^ 
in dem Kaum EOB die Linie OF mit der Endpunktsor- 
dinate FM an den Umfang der Ellipse gezogen, so wird be- 
hauptet : 

1) dtiM OA>OD>'OE>OF>'OB wad 

2) OA^ ~ 0Z)2 = AG^ ' ^^^^ f 

OA^^OE^^AO^'^^^^, OA^^OF^^AM**^^^^^^, 

Man ziehe noch die Linien OL, CL, welche von der Or- 
dinate DG in H und /, von FM in N und P, von einem in 
B errichteten Loth in 12 und 8 geschnitten werden, nenne 
K den Durchschnitt von OB mit LC und fiKUe endlich von 
X auf D/ das Loth LQ, 

Nun ist: 

1) oa^^^/\^oal; 

2) od'' =dg^ -\- og^ = 2aghl-\-2^0gi 

= 2/\OAL — 2/\LHI, 

3) 0£2 = 2BRK0 = 2 A^'^^ — 2 /\CKO 

^2/\OAL~2/\LKO, 

4) OJ^ = FM^ + Oif» = 2BRNM+ 2{\0MF 

^2^CAL^2£:^CMN'\-2/SpMP 
= 2^0AL^2/\LNP, 

5) OB^=2/\,OB8^2/\CBR'-'2COR8 

^2/\OAL'^2/\LR8. 
Vergleicht man aber die erhaltenen Schlusswerthc von 
07)2, OE^ , OF^, OB^ mit dem von OA^ , so erkennt man 
sogleich, dass die auf einander folgenden Subtrahenden 
2/\LHI, 2/\LK0, 2/\LNP, 2 /\LR8 an Grösse zuneh- 
men, mithin die Grössen OA^ OD, OE, OF, OB der Reihe 
nach abnehmen. Da femer, weil OA = OL, auch LQ = IQ 
ist, verhält sich HI iLQ^JEKi^ LQiLQ^AL --ACiAC, 
mithin' ist 

2^Lin==AG^'^^^^, 2/\LK0 = A0^'^^^^^^eic 

und folglich die Behauptung erwiesen, 
ng. 280. §. 17. Sei zweitens eine Ellipse, deren halbes latus rec- 
tum AL gleich der kleinen Achse AB ist, gegeben, so wird 
behauptet, dass, wenn BD, BF beliebige Linien von B an 
den Umfang sind, BA>BD^ BF ist. 
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Es ist unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen 
mit nothwendiger Berücksichtigung der durch das Zusammeu- 
failen von 0 und B herbeigeführten Yereiniachung 

1) nA'=^2^BAL, 

2) BD^^DG^+BG^=2AGHL + 2/:^BGI 

3) BF^c^^Fm J^BM^=:2/\ACL'-2/\^CM 

+ 2 A5MP= 2/\BAL - 2/\PNL, 
Aus der Vergleiehung der erhaltenen Werthe ergiebt 
sich die Richtigkeit der Behauptung zur Genüge. 

§. 18. Sei endlich das halbe latus rectum grösser als Fig. «si. 
die kleine Achse und übrigens unter Beibehaltung der obigen 
Bezrirhnungen von dem diesmal ausserhalb der Ellipse lie- 
genden Punkt O die Linien OD, ÖF über ihre ersten Schnei- 
dongspunkte mit dem Umfang hinaus his an den «weiten 
Durchschnitt mit demselben gezogen und T der erste Durch* 
schnitt Ton OF mit der Ellipse, so ist zu zeigen, dass 

0A>0D:> 0F> or > ob. 

Man ziehe ausser den oben in §. 1(). angegebenen Li- 
nien noch von T die Ordinate TU, welche LC, LO bezieh- 
lich in V, W trifft; so ist wieder ähnlich als früher: 

1) OA-"- ^^2l\0AL, 

2) 02>a = + 0Ö2 = 2AGHL + 2£\QGl 

' ^2/:s^OAL^2^LHI, 

3) OF^^FM^ + Om^2t\ACL — 2/\^CNM 

+ 2^0MP=2^0AL^2^LPN, 

4) OT« TU^ + Om = 2 ^ACL — 2 /\CVU 

+ 2 A OUfV 2 A OAL — 2 /\LWVy 
6) OB^ = 2£^0BS = 2/\0AL — 2BALS = 2 A OAL 

'^2/\LSR, 

Und aus der Vergleiehung der Schiusswerthe ergiebt 
sich zur Genüge die Behauptung. 

§. 19. Lehrsatz 19. Wenn auf der kleinen Achse 
^er Ellipse vom Scheitel aus nach innen zn ein grösseres 
Stück als das halbe latus rectum abgeschnitten wird, so ist 
unter den von dem so erhaltenen Punkt an den Umfang 
gehenden Linien die nach dem vorerwähnten Scheit(5l gehende 
die längste und auf jeder Seite derselben jede entferntere 
kürzer als die nähere. 
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Kg. 282. Sei von dem Scheitel A der kleinen Achse einer Ellipse 
ein Stück AP grösser als das halbe zugehörige latns rectum 
abgeschnitten und von P an den Umfang auf einer Seite 
der Achse die Linien P2>; PV gezogen, bo ist zu «eigen: 

Es ist hierbm noch anzimefaineny dass, wenn das halbe 
latus rectom grösser als die klone Achse ist, cKe Linien P/y 
¥F entweder beide bis zo ihrem zweiten Diärchschnittspnnkt 

mit dem Umfang oder beide nur bis zum ersten gezogen 
sind. 

Man schneide nun von A aus noch AO gleich dem halben 
latus rectum auf der Achse ab und ziehe O/), OF, AD^ DF, 
Nun ist nach §§. 16—18. OA>OD:> OFy mithin auch 
/ OAD<z,£OJ>Af /OI>F<i / OFDy also desto mehr / OAD 
<:/PDii nnd PDF<./^PFD und deshalb PA>PD>PF. 
e* d. 

§. 20. Ijehrsais 90. Wenn auf der kleinen Achse 

einer Ellipse von einem Scheitel aus nach innen zu ein 
Stück abgeschnitten wird, das kleiner als das halbe latus 
rectum; aber grösser als die lialbe Achse ist, so ist unter 
den von dem so erhaltenen Punkt auf einer Seite der 
Achse an den Umfang gezogenen Linien die längste diejenige, 
deren En^nnktsordinate die Achse zwischen dem erwähnten 
Scheitel nnd dem Mittelpunkt so trifft, 3ass das Stück Tom 
Fttsspnnkt derselben bis znm Mittelpunkt zu dem ▼OD denir 
selben Fusspunkt bis zum Ausgangspunkt der Linien sich 
verhält wie die kleine Achse zu ihrem latus rectum. Von 
je zwei andern auf derselben Seite der Maxlniallinle und der 
Achse liegenden Linien ist die dem Maximum nähere grösser. 
Der Ueberschuss aber des Quadrats der Maximallinie über 
irgend eine der andern ist gleich einem Rechteck über dem 
Stück der Achse zwischen den Fnsspunkten der zugehörigen 
Ordinaten, das ähnlich ist dem ans der kleinen Achse nnd 
dem Ueberschuss des latns rectum über dieselbe gebildeten. 
Fig.^ bb Sei eine Ellipse mit der kleinen Achse RA, dem zugehö- 
rigen halben latus rectum AL gegeben und auf RA ein Punkt 
O so angenommen, dass (JA grösser als AC, aber kleiner als AL 
ist, und zwischen C und A ein Punkt B bestimmt, so dass 
OB i CO = AL : CA ist, in £ die Ordinate BD und aussev- 
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dem von O die Linie OE in dem Raum DOA und OG , OH 
in dem Raum DOR und zwar crstere senki-echt zu RA an 
den Umfang gezogen, so ist, wenn MI, HW die Ordinaten 
TOSk E imd H sind; zu zeigen: 

1) 0D>0E7>0A raA OD:>OG>^}>H, 

2) OD^ — 0£^=BI^''^^^^i^. 

Man zielie CL, welche mit der verlängerten BD in N 
zusammeiitrilft, zielie ON und verlängere CN, ON, bis sie 
EI in 3f, P, HW in A', 7 treffen, nenne Z den Durchschnitt 
von ON mit F den von CN mit GO und fälle endlich 

von N das Loth NQ auf /P. So ist, weil 

OB:CB^ALiOÄ = BHiCB ,OB=^NB, mithin 

1) OD^^BD^ •\'OD^ = '2BmjÄ-^2/\ONB 

=r20NLA, 

2) 0£2 £/2 0/ = 2IMLA + 2 AO/i't 

= 20Mi^ — 2A^^> 

3) OÄ^ = ^t/\OAZ^ 20NLA - 2/\,NZL, 

4) OG'^ = 2^CAL — 2^C0V=20NLA — 2/\N0V, 

5) = i/?Fa 4- orra = 2 A — 2 a C'^^^ 

+ 2 A l'Ö^ = 2 OM«i< — 2 ^ivxr. 

Aus der Vergleichung der erhaltenen Schlusswerthe er- 
gieirt sich, dass OD die längste unter den Linien OD, OB, 
DA, OG, OH ist nnd dass 

OE:>OA, OG:>OHhi: dass ferner* 
(j0'± Öiy^ = 2^NPM u. s. f., und da NQ = BI und 
: NQiQM=zCAiAL, iL\äQ NQiPM=zCA:AL—CA, 

i^i^^M^ 2^NPMz=z Bn . , q. d. 



'■><^W^ ^ CA 

£9 verdient bemerkt zu werden, dass der Beweis unge- 
ändert bleibt, mag der Punkt O innerhalb der Ellipse oder 
iillr,^^9^wikt R der kleinen Achse selbst oder auch ansser- 
Njft er zugleich für die drei Figuren gilt. 

l«0hraai» 21. Wenn auf einer nach dem vori- 
gen -Batz rm einem Punkt der kleinen Achse gezogenen 
Maximallinie in ihrer Verlängerung ttbcr die kleine Achse 
hinaus ein Punkt angenommen wird, so ist unter den von 
f lUlkt^ ap den Umfang gehenden Linien die verlän- 
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gertc Maximallinic selbst die läng^stc und jede derselben näher 
liegende länger als die entferntere. 
Fl«. S88. Sei OD eine Maximallinie von dem Punkt O der klei- 
nen Achse an den Umfang gezogen', und P ein Punkt ihrer 
Verlängerung über 0 so wie PE, PF beliebige Linien Ton P 
an' den Umfang , auf derselben Seite von PJ), so ist zu sei- 
gen; dass P2>>PE>PP. 

Zieht man OB, OF, DE, EFj so ist, weil OD > OM und 
0E> OF, auch / OED > / ODE und / OFE^ /_ OEF, 
also desto mehr / PED > / PDE und / PFE > / PEF, 
mithin sowohl PD>PE als PE:>PF. q. e. d. * 

§. 22. Lehrsatz 22. Wenn von einem Punkt der klei- 
nen Achse aus eine von der Achse verschiedene Maximallinie 
an den Umfang gezogen wird, so steht diese Linie ^ wenn 
der angenommene Punkt der Mittelpunkt ist; senkrecht auf 
der kleinen Achse, in jedem andern Falle macht sie mit der- 
selben nach dem Mittelpunkt zu einen spitzen Winkel und 
die von ihrem Endpunkt gefällte Ordinate trifft die Hälfte 
der kleinen Achse, auf welcher der Ausgangspunkt der Ma- 
ximalllnie nicht Hegt, so dass das Stück von diesem Aus- 
gangspunkt bis zum Jfusspunkt zu dem vom Fusspunkt zum 
Mittelpunkt sich verhält wie das zur kleinen Achse gehörige 
latus rectum zur kleinen Achse. 

Der Beweis dieses Satzes^ der eine blosse Umkefanmg 
Ton S. 11. und S. 20. ist, wird ebenso wie der von S. 14 
und 15. gefuhrt. 

§. 23. Lehrsatz 23. Wenn von einem Punkt in der • 
kleinen Achse einer Ellipse eine Maximallinie an den Um- 
fang gezogen wird, so ist das Stück derselben, das zwischen 
der grossen Achse und dem Umfang liegt, eine Minimallinie 
in Bezug auf die von dem auf der grossen Achse erhaltenen 
Durohschnittspunkt ausgehenden Linien. 
Hg. S87. Sei vom Punkt O der kleinen Achse eine Maximallinie 
OD an den Umfang gezogen, welche die grosse Achse CB 
in G trifit, so ist zu zeigen, dass GD eine Minimallinie in 
Bezug auf die von G ausgehenden Linien ist. 

Mau ziehe von D an die kleine Achse die Ordinate DE 
und an die grosse die Ordinate DF und bezeichne mit r 
die kleine Achse und ihr latus rectum, mit r| die grosse 
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Achse und ihr latus rectum , so ist nach vorigem Satz : 
OE:CE = r:t, aber OE: CE = OD : GD — CF: GF, also 
CF:GF=:r:t und da r:/ = /, :r, (I. 13.), so ist CF.GF 
ssr<j :r,, folglich nach §. 10. GD eine Minimallinie von O, 

§§. 24 und 25. Lehrsatz 24 aad 25. Bei jedem Ke- 
gekchniU kann Ton der Achse aus an denselben Punkt des 
ümfangs nur eine Mmimallinie gezogen, werden. 

§. 24 für die Parabel. Seien, wenn es möglich ist^ BC, fis. ass. 
BD Ewei Minimallinien von einem Pnnkt B des Umfangs an 
die Achse und BE die Ordinate von B, so müsste nach S. 13. 
sowohl CE als DE gleicli dem halben latus rectum seiu, was 
unmöglich ist; also können von B aus nicht zwei Minimal- 
linien an die Achse gezogen werden. 

§. 25. für Ellipse und Hyperbel. Seien, wenn es mög-Pif.m 
lieh ist, BDf BE zwei Minimallinien von demselben Punkt 
B des .Um&ngs einer Ellipse oder H)qf»erbel an die Achse, 
und -BF die Ordinate yon B, so müsste nach S. 14. und 15. 
sowohl CFiDFssstir, als CFiEF^tity was unmdglich 
ist; also können im Punkt B nicht zwei Minimallinien nadi 
der Achse gezogen werden. 

§. 26. Lehrsatz 26. Von einem beliebigen Punkt des 
Umfangs einer Ellipse, der nicht ein Scheitel der kleinen 
Achse selbst ist, kann nur eine Maximallinie an diese Achse 
werden. 

Seien, wenn es möglich ist, BD, BBswei MazimallinienTif. »o. 
Yon demselben Punkt B des ümfangs, BF die Ordinate an . 
die kl^ne Achse, so müsste nach S. 22. sowohl CFiDF^txr 
als auch CF:EF=t:rj was unmöglich ist; also können in 

demselben Punkt B des I^mfangs einer Ellipse nicht zwei 
Maximallinien zusammen treffen . 

§§. 27—29. Lehrsatz 27—29. Wenn von einem Punkt 
eines Kegelschnitts an die grosse Achse eine Minimallinie 
und eine Tan^^ente gezogen werden, so bilden diese Linien 
einen rechten Winkel mit einander. 

§. 27. ffebr die Parabel Seien im Punkt B da* Parabel m. mi. 
an die grosse Achse die Minimallinie BD sowie die Tan- 
gente BB gezogen; so wird behauptet, dasB ^ DBE ein rech* ' 
ter Winkel ist. 

Man ziehe noch die Ordinate BF und nenne A den Schei- 

ApoUoaias, K«geUobaitto. 12 
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tel, so ist nach I. 35. FAmiEA und nach §. 13. DF= ~, 

da aber BF^ ^ ÄF^r^FE- ^ ^'FE 'Tü^ ist bewieseoi 

dass /_DBE ein Rechter sein muss. 
Ftg-SMand §• 28. für EilipM Uüd Ilyperbel. Selen von dem 
Punkt B des Umfangs einer Ellipse oder Hyperbel die Mi- 
nimallinie BD sowie die Tangente BE an die grosse Achse 
gesogen; so ist an seigeoi dass -j/DBE ein rechter Win- 
kel iat 

Man aiehe noch die Ordinate BF, so ist nach L 87«: 

1) BF^ :CF'FE=r:t 

und nach V. 14. und 15. 

2) CF:DF=t:r, 
woraus durch Zusammensetzung folgt 

= FE ' DF 
und folglich ist ^ DBE ^ Kechter. 

§r29. enthält einen andern Beweis au §• 27. und §. 28. 

Sei bei einem beliebigen Kegelschnitt BD eme Minimal- 
linie nnd BE eine Tangente bis anr Achse gezogen, und 
wenn es möglich ist, DBE kein rechter Winkel, so Mle maa 
von D das Lotli DF auf die Tangente, welches den Kegel- 
schnitt in G trifft, so muss DF als Loth lyid folglich desto 
mehr DG kürzer als DB seiu^ was der Annahme wider- 
spricht. 

§. 30. Lehrsatz 30. Wenn in einem Punkt des Um- 
Cangs einer Ellipse eine Tangente und eine Maximallinie anr 
kldnen Achse gesog^ werdeni so bilden diese Linien einen 
rechten Winkel mit einander. 

Da nach 8. 23. das Stück der Mazimallinie zwischen der 
Ellipse und der grossen Achse eine Minimallinie ist; so reducirt 
sich der Satz auf den vorigen. 

§. 31. Lehrsatz 31. Wenn in einem beliebigen Punkt 
auf dem Umfang eines Kegelschnitts ein Loth auf die von 
diesem Punkt an die Achse gehende Minimallinie errichtet 
wird, so ist dieses Loth eine Tangente. 
Fiff. M4. . Sei in einem Punkt B des Umfange einea KegeK 
Schnitts die Minimallinie BD an die Achse sowi» senk- 
recht darauf eine Linie EBF gezogen, so ist zu zeigen^ 
dass EBF eine Tangente ist. Wäre sie e| nichts so ' 
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liesse sich ymi B ans eine andere Linie BG Zeichen den 

auBserhalb des Kegelscbnitts fallenden Theü BF der Linie 

EF und den Kegelschnitt ziehen ; sei nun DG das Loth von 
D auf dlcso Linie, das den Kegelschnitt in H triflft, so raüsste 
DB länger als das Loth DG und also desto mehr länger als 
DU sein, und wäre folglich keine Miuimallinie. Also kann 
in dem Raum zwischen EF und dem Kegelschnitt keine an- 
dere gerade Linie gezogen werden und folglich ist MF die 
Tang^te in Ä 

§. 32. Lehrsatz 32. Wenn in einem Punkt eines Ke- 
gelschnitts, der nicht der Scheitel der grossen Achse ist, 
eine Tangente und ein Loth auf dieselbe gezogen werden, 
so ist das Stück dieses Loths bis zur grossen Achse eine ^ 
Minimallinie. 

Sei BS eine Tangente im Punkt B eines Kegelschnitts, Fig. »6. 
BD ein Loth darauf, das die grosse Achse in D tnSt, so 
ist zu zeigen , dass BD eine Minimallinie ist. Wäre dies 

nicht der Fall, so construirc man für den Punkt 7i nach 
den Sätzen 8 — 10. eine Minimallinie BF, dann müsste nacli 
S. 27. und 28. FBE ein rechter Winkel sein, was gegen die 
Annahme ist 

§. 33. Lehrsats 33. Wenn in einem Punkt eines Ke- 
gelschnitts auf einer von ihm ausgehenden Maximallinie ein 
Loth errichtet wird^ so ist dasselbe eine Tanirente. 

Sei BD ein Maximallinie im Punkt B eines Kegelscluiitts, Fig. 296. 
EBF ein Loth darauf. AVäre dies nun keine Taugente, so 
ziehe man von D an den Theil BF des Loths, der innerhalb 
des Kegelschnitts liegt, die Linie BF, deren Verlängwmg 
den Kegelsdmitt in G trifift, so ist DB als Loth kürzer als 
DF, also desto mehr kürzer als BG und folglich DB keine 
MaximalHnie, was gegen die Annahme ist Also ist EBF 
eine Tangente. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn auf der Verlängerung einer 
Maximallinie oder Minimallinie über den Kegelscbnittspunkt 
ansserhalb des Kegebchnitts ein Punkt angenommen wird, 
so ist unter den 7on diesem Punkt abgehenden und bis zu 
dem ersten Burohscbnittspunkt mit dem Kegelschnitt gezo- 
genen Linien das jSittdc der Terlängerten Minimal- oder 

12* 
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Maximallinie die kürzeste und von je zwei andern anf der- 
selben Seite derselben befindliehen die nähere kürzer. 
Flg. 297. Sei BD eine Minimal- oder Maximallinie im Punkt B 
eines Kegelschnitts/ P ein Punkt in ihrer Verlängerung über 
B und PFf PH Linien yon P bis an den Umfang des Ke- 
gelschnitts, 80 ist zu zeigen PB<.FF<: PH. 

Man ziehe die Tangente in B, welche die Linien PF,^ ' 
PH in E und G trifft, ziehe femer BF^ FH nnd vertibigeve 
BF bis /. Da nun nach den yorigen S&tzeu / PBE = 90<>; 
ist PB < PB, also desto mehr PB < PF. Da femer /PBF 
ein stumpfer Winkel, ist es /_ PFI noch mehr und in noch 
höherem Grade /_ PFH, mithin aus dem Dreieck PFH 
PFKZPHj also ist bewiesen 

PB<:PF<:PIl 

§§. 35 und 36. Lehrsatz 35 und 36. Wenn von meh- 
reren Punkten der grossen Achse eines Kegelschnitts Mini- ' 
mallinien an den Umtog gezogen werden, so bilden die von 
dem Scheitel entfernteren mit der Achse nach diesem Scheitel 
zu grössere Winkel als die näheren. 
, Fig. 898. §. 35. für die Parabel. Seien von den Punkten D, F 
der Achse ADF einer Parabel an den Umt'ang die Minimal- 
linien DB, FE gezogen, so ist zu zeigen, dass ^ EFA 
> / BDA ist. 

Man ziehe die Ordinaten BG, EH, schneide GB auf 
HE ab zum Punkt / und ziehe P/; nun sind nach S. 13. 
die Sttlcke DG und FH gleich, weil beide gleich dem halb^ 
latus rectum sind, mithin sind die Dreiecke DBG und FIH 
congruent und folglich / EFH'> BDG, q. e* d. 
Fig. 299 und §• 36. ftlr ElHpse und Hyperbel. Seien von den Punk- 
ten D und F der grossen Halbachse CA einer Ellipse oder 
ihrer Verlängerimg bei einer Hyperbel, von denen D dem 
Scheitel A näher liegt, Minimallinien DB, FE an den Um- 
fang gezogen, so ist zu zeigen, dass /_ EFA > BDA ist. 

Man ziehe die Ordinaten BG, EH sowie die Linie CS, 
welche EH in I schneidet, und Terbmde F . mit /. Da nun 
nach S. 14. und 15. CG : DG ^ CH : FH=st:r ist, also 
CGiCH^DGiFH und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 
CBG und CIH auch CG:CH=BG:IHj ist auch DGiFH 
= BG :IH und folglich sind die Dreiecke BDG, FHI ähn- 
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lieh, also /^DG / i7ä und denmacb /ßFH>^ /BDQ. 

6. d« 

§. 37. LehrsatK 37. Wenn von einem Punkt der Achse 
öiner Hyperbel eme Hinimallinie gesogen wird, so ist der 
Winkel; den sie mit der Aekse nach dem Sckeftel zn bildet, 

kleiner als der spitze Winkel zwischen einer Asymptote und 
dem ira Scheitel errichteten Loth. 

Sei vom Punkt 7) in der Achse DA einer Hyperbel Fig. soi. 
die Minimallinie BB an den Umfang sowie im Scheitel A 
ein Loth auf die Achse , das eine Asymptote CE in M trifft, 
gesogen, so ist zu beweisen, dass 

/ BDA < / ÄEC. 

Man siehe von B die Ordinate !BF nnd die Linie JSC 
nach dem Mittelpunkt, welche das im Scheitel A errichtete 
Loih in G trifft, verlängere EA über A um das halbe latus 
rectum bis H. Nun ist nacli §.14. 

1) CF\FD=CA\AH es ist 
■ 2) BF:CF = AG:CAy also durch Zusammensetzung 

3) BF i FD ^ AG : AH, aber AG : AH ist kleiner als AE 
: AH und nach IL 3. iBiAEiAH=AC : AE, mithin auch BF 
: FD<:ACiAE'^ der erste Bruch ist die Tangente des Win- 
kels BW, der letste die des Winkels CEA, mithin ist be- 
wiesen, dass ^ BDF<i ^ CEA, q. e. d. 

§. 38. Lehraais 38. Wenn von zwei Pnnkten eines 
Kegelschnitts, die auf derselben Seite der Hauptachse liegen, 
Minimallinien nach derselben hin gezogen werden, so treffen 
sie auf der andern vSeite der Adise zusammen. 

Seien BD^ EF zwei Minimallinien in den Punkten B, EFigMMM. 
eines Kegelschnitts, die auf derselben Seite der Hauptachse 
Hegen, und swar B dem Scheitel A näher als E, so ist zu be- 
weisen, dass sich BD, EF jeilseits der Achse schneiden. Sie 
können sich nicht vor ihrem Zusammentreffen mit der Achse 
schneiden, denn sind BG^ EH die Endpunktsordinaten, so ist 
ftlr Ellipse und Hyperbel CG:GD = CH.HF oder CG: CD 
= CH : CF, bei der Parabel aber DG = FH. Da nun bei der 
Hyperbel CG <: CH, ist auch CD kleiner als CF, mithin sclmei- 
den sich die Linien BD, EF selbst nicht; bei der Ellipse ist 
CH<i CG, also auch CF <: CD, also schneiden sich EF und 
BD auch da nicht; b^ der Farabel ist, weil AQ ^AH, auch AD 
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<iAFy weshalb 5D, EF sich Tor ihrem Zosammeiitreffen 
mit der Achse nicht schneiden. 

Bei allen drei Kegelschnitten ist aber nadi §. 35. wid 
Se. /^BDÄ<: Z^EFA, also ^ ilR* + / S2)F> 180» imd 
folglich müssen sich EF nnd BD in ihren VerlSngerungen 
über die Achse hinaus sehneiden, q. e. d. 

§. 39. Lehrsatz 39. Zwei Maxirnallinlen, die von zwei 
Punkten der kleinen Achse einer Ellipse aut" derselben Seite 
an den Umfang gez()<;en werden , schneiden sich, ohne dass 
sie rerlängert zu werden brauchen. 

itg. 90t. Seien BD, EF zwei solche Maximallinien , der Punkt .0 
aber dem Scheitel A nkher als de^ Punkt Ef und seien BG, 
EH ihre Endpnskteofdinaten, so ist nach {. 22. CGxCD 
= CHi CF^iir und da C(?> CH ist, muss auch C2)> CF 
sein, mithin müssen sich BT) und CF durschschneiden. 

§. 40. Lehrsatz 40. Zwei Miiiliiiallinien, die an zwei 
Punkte desselben Quadranten einer Ellipse gezogen sind, 
schneiden sich nach ihrer Verlängerung über die grosse Achse 
und ehe sie die kleine Achse überschreiten. 

Fif. MS. Sind BDf EF zwei MinimalUnien an den Punkten B, E 
desselben Quadranten AEl einer Ellipse, so sehneiden sich 
dieselbe nach §. 38. nach ihrer VerlSngerung über die 
grosse Achse; verlängert man sie aber bis an die kleine 
Achse, so sind sie nach Umkehmng Ton §. 29. Maximallinien 
und müssen nieh also nach vorigem Satz treffen, che sie die 
kleine Achse erreichen; mithin ist die Behauptung erwiesen. 

§. 41. Lehrsatz 41. Jede an eine Parabel oder eine 
Ellipse gezogene Miniraallinie trifft in ihrer Verlängerung 
Uber die grosse Achse den Kegelschnitt zum zweiten Male. 

Bei der Ellipse leuchtet die Bicbtigkeit der Behauptung 
Yon selbst em^ bei der Parabel folgt sie aus I 27., wo ge- 
zeigt ist, dass jede Linie, die einen Durchmesser einer Pa* 
rabel schneidet, an beiden Seiten auch den Umfang treffen 
muss. 

§§. 42 und 43. Lehrsatz 42 und 43. Wenn bei einer 
Hyperbel die Hauptachse nicht grösser als ihr zugehöriges 
latus rectum ist, so kann keine Minimallinie an die Achse 
gezogen werden, die der Hyperbel auf der andern Seite der 
Achse zum zweiten Male begegnete; wenn aber die Haupt- 
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achse länger als ihr zugehöriges latus rectum ist, so wird 
ein Theil der Minimalliniea in ihren Verlängerungen über 
die Achse die Hyperbel anmi «weiten Male treffen, ein ande- 
rer Theii niehl 

§. 42. Seien CF, CG die .Ai^nptoten enmr Hyperbel »f. so«. 
AB^ deren halbe grosse Achse CA nicht grösser iit als das 
halbe siigehörige ütns rectom AI, so ist sn beweisen ^ dass 

eine in einem beliebigen Punkt B der Hyperbel gezogene 
]\Iiuimallinie BD die Hyperbel nicht zum zweiten Male tref- 
fen kann. 

Seien F, G die Durchschnittspunkte des in A auf der 
Achse errichteten Lothes mit den Asymptoten. Nun ist nach 
n.3. CA^ lAF^ =CAiAI und da nach Annahme nicht grösser 
als AI, ist auch CA nicht gröss^ als AF, also auch ^ CFA 
nicht grosser ab nnd da nach §. S7. / JSIU < 2^ Cni 

ist, folgt / BDA> / FCA oder anch / BDA < / OCA, 
folglich beträgt ^ GCA zusammen mit dem Winkel^ den die 
verlänge rte BD mit DA macht, mehr als 180°, d. h. BD und 
die Asymptote CG divergiren unterhalb (Jer Achse und folg- 
lich trifft die verlängerte BD jenseit der Achse die Hyperbel 
nicht nach einer leichten Folgerung aus IL 8« 

§. 43. Sei zweitens das halbe latus rectum AI Ideiner 
als CA, so ist su zeigen, dass ein Thml der Minimallinien die 
Hyperbel jenseit der Achse mm awnten Male irifli> ein an- 
drer Theil jedoch nicht. 

Es sei eine Hyperb^ AB mit den Asymptoten GP*, OG^fik. m& 
gegeben und in A ein Loth auf der Achse errichtet, das die 
Asymptoten in F und G trifft Man bestimme auf AF einen 
Punkt H, so dass AF :AH= CA : AI, wobei, da CA > AI, 
BXLchAF:^AE sein wird, ziehe CH, bis es die Hyperbel in 
B trifft, und in £ die Minimallinie BD sowie die Ordinate 
BE au die Achse. 

Nun ist 

t)Aff:CA^BE:CB und ^ AFiAH^CAiAI^CBiED, 
andi2) AFxAHss CE:ED nnd fblglidi durch Zusammensetsong 

^)~AF : CA ^^E:ED~ mithin die Dreiecke CAFimS DBB 
ähnlich, also ^BDE= /_FCA = / GCA, also BD parallel CG. 
Da nun nach §. 36. die dem Scheitel näheren Minimallinien 
kliere Winkel mit der Achse bilden als BD, so schneiden 
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ihre Verlängerungen über diese liinaiis die Asymptote CG und 
folglich auch die Hyperbel nlclit, und da nach demselben Satz 
die vom Scheitel A entfernteren Minimallinien grossere Winkel 
mit der Achse bilden als BD, so schneiden ihre Verlängerungen 
die Asymptote CG und also auch vorher die Hyperbel. 

Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

§§. 44 und 45. Lehrsate 44 und 45. Wenn yon zwei 
Funkten eines Kegelschnitts, die auf derselben Seite der 
Hauptachse liegen, an diese Minimallinien gezogen und bis 
zu ihrem Durchschnitt verlängert werden und von diesem 
Durchschnitt eine andere Linie durch die Achse an den Um- 
fang gezogen wird, so ist diese Linie keine Minimallinie, 
sondern, wenn die so gezogene Linie zwischen den beiden 
ersten Minimallinien Hegt, so schneidet die in ihrem End« 
punkt gesogene Minimallinie auf der Achse, Tom Scheitel an 
gerechnet, ein kleineres Stück ab als die Linie selbst, im 
andern Fall dagegen ein grösseres. Ist der gegebene Kegel- 
schnitt eine Ellipse, so bezieht sich die Behauptung nur auf 
solche Linien, die ^dieselbe Hälfte der grossen Achse durch- 
schneiden, und der erwähnte Scheitel ist der Endpunkt die- 
ser Hälfte. 

ng. «06. §. 44. für die Parabel. Seien in einer Parabel von zwei 
Punkten B und C des Umfangs, die auf derselben Seite der 

^ Hauptachse liegen, Minimallinien BD, CS an die Achse ge- 
zogen und bis su ihrem Durchschnitt 0 jenseü der Achse 
▼erlängert, ferner von O noch andere Linien OK, OQ, OU 
durch die Achse an den Um&ng gezogen, so ist zu zeigen, 
dass OKj OQy OU nicht Minimallinien sind imd dass, wenn 
OU zwischen OB und OC liegt, OK und OQ ausserhalb und 
N, T, X di|5 Punkte sind, in welchen OK, OQ, OU die Achse 
schneiden, die in den Punkten K und Q gezogenen Minimal- 
linien auf der Achse grössere Stücke als beziehlich AN und 
AT abschneiden oder mit andern Worten dem Scheitel A 
entfernter liegen ab OK oder OQ, die im Punkt ü gezogene 
Minimallinie dagegen ein kleineres Stück als AX abschna* 
det, d. h. dem Scheitel A n&her liegt als 0(7. 

Man ziehe noch die Ordinaten BF, CG, KM, QS, UW 
und das Loth OH an die Achse, ferner die Linie BC, welche 
die Achse in /, die nöthigenfalls verlängerten Linien KM, Q8f 
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ÜW beziehlich in den Punkten L, R, V trifft, und schneide 
auf Ed Von A uns ein Stück HP gleich dem halben latns 
• xecinm ab. ' 

Nun iflt: (1) CGiOH^QEiEH und da nach §. 13. 
GE^HPy ist auch GP^HB, mithin (2) CG iOHxs^HPiOP 
oder CG'GP=:OH'HP, und auf gleiche Wciee folgt aus 
der Zeile: (3) BF: 0H= FD : HD, da nacli §. 13. FD = HP 
und also auch FP=HD ist, (4) BF : OH = HP: FF oder 
(5) BF FP= OH' HP = CG • GP. Es ist dalier CG : BF 
= FP: GPund da auch CG : BF = Gl: FI, so folgt (6) GT : FI 
SS FP:GP oder dividendo (7) FI:FG = PG:FG und also (8) FI 
^PG und GI^PF, Nun ist (9) IM:MG<:IF:MG, also 
auch IM : MG<:PG : MG und componendo (10) IM: IG<:PG 
:PMmAia^IMiIG^LM;CG,ht (U) LM : CG <: PG : PM 
und deato mehr (12) KM: CG <:PGxPM oder KM- PM<: CG 
• PG, mithin nach (2) auch KM* PM<: OH* HP, woraus 

(13) KM : OH < HP : PM oder da KM : OHr=z MN : HN, 

(14) MN:HN<:HP:PM,worii\iH componendo {lb)MN:MÜ 
< HP : MH und also MN <: HP. Da aber nach §. 13. die 
von K ausgehende Minimallinie auf der Achse von M aus 
ein Stück gleich HP abschneidet; so ist bewiesen, dass sie 
ein grösseres Stück als AN, vom Scheitel an gerechnet, auf 
der Achse abschneidet oder mit andern Worten wdter vom 
Seheital entfernt ist als KO. 

Es ist femer PB:8F<:PG:8F und da nach (8) PG 
= IF, auch PS:SF<: IF: SF oder componendo : PF < IF 
: IS, und da IF:ISz=BF: RS und BF:RS<:BF: QS, folgt 
a fortiori PS : PF <: BF : QS oder PS • QS <: PF - BF oder, 
da nach (5) PF • BF = OH- HP ist, PS-QS<:OH' HP, also 
QS:OH<:HP: PS, und d3LQS:0H=ST: TH, auch ST : TH 
<:HPiPS oder componendo 8T:8H<HP:SH, mithin ST 
<cHP, und da nach §• 13* die in Q gezogene Minimallinie 
ein ^ Stück gleich HP von 8 aus auf der Achse abschneidet^ 
so ist gezeigt, dass sie, vom Scheitel A gerechnet, ein grösse- 
res Sttlck als AT auf der Achse abschneidet, oder mit an- 
dern Worten dem Scheiter -4 entfernter liegt als OQ. Der 
Fall, in welchem die Endpunktsordinate einer von 0 an den 
Umfang gezogenen Linie zwischen die Punkte P und H fällt, 
bedarf kidbaer besondem Erwähnung, da es dann von selbst 
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einleuchtet, dass das zwischen der erwähnten Ordinate und 
der von 0 ausgehenden Linie liegende Sttkck der Achte 
kleiner als das halbe latus rectum bt. Eben so- wenig be- 
darf der Fall deijenigen Linien, die £e Adise hinter H tref- 
fen, einer Erwihnnng, da diese stampfe Winkel mit der 
Achse nach dem Scheitel su bilden^ und also aadi 8* 13. 
nicht Minimallinien sein können. 

Es bleibt also nur eine zwischen OB und OC gezogene 
Linie OU zu betrachten übrig. 

Es ist aber JW : WG > IF : und da nach (8) 

JF=PG, auch IW : WG>PG \ WG oder componendo IW.IG 
>PG :FW und da IW:IQ=VW:CG mid UW i CG 
>VfV:CG, folgt a fortiori CTT: CO >Fß:JW oder XTW^PW 
>CO FO und da nadi (5) CG'PG = OH'PB ii^, folgt 
ÜW-PW>OH'PH üW:OB>PIf:PW', wril aber 
IW:0H=:WX:HX, ist auch WX. HX> PH: PW und 
componendo WX:WH>PH:WH, also WX>> PH, d, h. 
grösser als da? lialbo latus rectum und folglich schneidet 
die von U ausgehende ^linimallinie auf der Achse, vom Schei- 
tel an gerechnet, ein kleineres Stück als AX ah, oder mit 
andern Worten, sie liegt dem Sch^tel A näher ab OU, 
Sonach ist die Behanptmig vollstindig erwiesen. 
vif.8«riud 8* Sei iBweitens d» gegebene Kegelschnitt eine Hy- 
perbel oder Ellipse und BD, EF zwei auf derselben Seke 
der Hauptachse liegende MinimalHnien, die sich verlängert in 
O schneiden j so ist zu zeigen, dass die von Punkten des 
Umfangs/ welclie nicht zwi.sclien B und E liegen, gezogenen 
Miniraallinien auf der Achse, vom Scheitel an gerechnet, 
grössere Stücke abschneiden als die von denselben Punkten 
nach O gesogenen Linien, die von Punkten zwischen B und 
E gezogenen aber kleinere. £s folgt zun&chst der Apollo-- 
nische Beweis für dne ausserhalb des Winkelranms BOS an 
den Umfang gezogene Linie OK und dann ein ein&ohercr 
des deutschen Bearbeiten. 

l\Iaii fälle von den Punkten O, B, E, K auf die Achse 
Lothe OH, BG, EI, KM\ bestimme in CB bei der Hyperbel, 
in der verlängerten CH I)cl der Ellipse einen Punkt P, so 
dass CP:PH=i:r, desgleichen in OH einen Punkt X, so 
dass OXiXH^tir, vollende das Bechteck CÜOZ, siehe 
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durch P eine Parallele mit OHy welche OZ in F trifft, durch 
X PftTftUele mh OZ, die GZ in PY in schneidet, 
Teitengerer OK, OB,: OE, bis sie CZ oder deren Verlttngemng 
in X; ß, c schneiden, desgleichen JOf, BO, El, bis sie in 

jüt, y, t schneiden, siehe BBy welche verlängert in t, die 

verlängerte Äilf in v scluieidet, und nenne X den Durchschnitt 
von OK mit Xe,. 
Man hat nun 

1) CI:IF=:i:r, also CP:PH=CI:TF 

und componendo bei der Hyperbel, dividendo bei der Ellipse 
CH: CP^ CF: CI, also auch CH — CF: CP^ CJ==z CHi CP 
oder 

2) FH: 1Y= CHi CP. 
Da aber auch 

3) Z^:^C=t:r, ist Z^:^C= CI.IF, 

also wieder componendo bei der H}^erbel, dividendo bei der 
Ellipse ZC '.^C oder ZC : h = CF : FI = a : IE (wegen der 
ähnlichen Dreiecke CeF und MIF) und hieraus durch Addi- 
tion oder Subtraction der correapondirenden Glieder Ze : Ei 
ssCFiFIssZC: Nun ist das Verhältniss des Bechtecks 
ZC'CH zu CP« znsammeDgesetzt aus den beiden Ver- 
hältnissen ZCi^C und CHiCP, aber ZCi^C^ZeiK und 
CH:Cf^FH:PI nach (2), also ist auch das Verhältniss 
des Bechtecks ZC* CH zu CP- C^ zusammengesetzt aus den 
Verhältnissen Zs : El und FH: PI, da aber das lieehteck 
ZC'CH=Zb' FH, weil Ze : OH = ZO : FH ist, muss ancli 
(4) das andere Rechteck CP • gleich dem Eechteck El • PI 
oder El • tti sein und auf gleiche Weise kann gezeigt werden^ 
dass (5) das Kechteck CP • gleicih dem Rechteck By • ity, 
also auch {6) Ei > m ssi By • Tiy ist Mithin ist EnBy^Tiyim 
oder auch TCfT^ssnyzirc und componendo oder dividendo vyiTy 
s= ly : Tri; mithin (7) 77 = 9n. Hieraus folgt nun, dass m >• 171 und 
also |üu : Tju >• f/t : TTt oder componendo rt : T/ut > Trju : ;ri, da aber 
ri : Tfx •= El : vy., iöt JSt : VjU >• 7r/a : tti oder El > m >- vfx • also 
desto mehr Ei > nLy>'Ky > irn, und nach (4) auch (8) CP'C^ 
7>K^ ' TTu.- es ist aber, weil CP: 0F = OA": auch CP- 
= 0X- Oy und folglich OX- OY^ Kfx • Trfx oder OXiÄju 
>3in»:0F nnd, da OXiEji = XkiiaK ist, folgt -XX-.jüiX 
>9i]ui:0y oder XX:juX> ?rjyi:9rX oder componendo XjtifiK 



Digitized by Google 



188 — 



> XfJi : ttX, also ttX^ /jX und folglich ZO : Xtt <: ZO : fxK 
und , da ZO : }jl\ = Zx: fjiKj auch ZO :Xn <:Zx: ixK^ aber 
ZOiJüs^ZCiO^f mithin CZ: C| <c2m r/uiC und durch Sub- 
tnction der oomspondire&deD Glieder bei der Hjperbel, 
durch Additi(m denelben bei der Ellipse erfaflt man 

Ck .KM-^ ZC : Cc und da 
Ck : KM = CL : ML, ist CL :ML:>ZC: C^, 

woraus dividendo bei der Hjperbel, componendo bei der 
Ellipse CM:ML>2^:C^, d. i. nach (3) CM:ML7>i:r. 
Wird also in JT eine Minimallinie gezogen, so schneidet nach 

§§. 14. und 15. diese auf der Achse nach dem Scheitel zu 
ein grösseres Stück als AL ab und liegt also vom Scheitel 
entfernter als OK. q. e. d. 

Die Durchführung des Beweises für eine auf der andern 
Seite des Winkels BOE an den Umfang gezogene Linie ist 
gana dieselbe und mit einziger Umkehrung des Grössenzei- 
chens bleibt der Beweis auch für eine zwischen BOE gezo- 
gene Linie unge&ndert Mthin ist die ganze Behanptimg als 
erwiesen zu betrachten. 
Fiir.soT.aoB Ein anderer Beweis. Es ist zmuSchst ohne Bück- 

und 809. 

sieht auf die gegebenen Kegelschnitte Folgendes zu zeigen: 
Wenn eine gerade Linie mit dem Anfangspunkt C und ausser- 
halb derselben ein Punkt O gegeben ist, dann ist der Ort 
eines Punktes B von der £jigenschaft| dass^ wenn von B ein 
Loth BG auf die gegebene Linie so wie die Linie BO ge- 
zogen werd^i welche die gegebene Linie in D trifft, das 
Verh&ltniss CG: DG ^eich einem gegebenen YerhSltniss tir 
ist, eine Hjrperbel, deren Asymptoten parallel mit Ci) und 
BG sind. Ist noch OH das Loth von O auf CD, so hat man 
nach Annahme CG : DG = t:r, also 

1) CD:DG = t-\-r:r vaxd 

2) DG:DH = BGiOH 

und setzt man statt DO seinen Werth aus (1), so erfatit man 

?^:DH^BG:OH oder 

3) CD'.DH=BGi^^ 

und, da CD = CH— DH, so ist CH ^ DH.DH^BGi^^ , 
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worauB componendo 

4) CH:SG + ^; = J>H:^^. 

Setzt man statt DH seinen Werth HG — DG oder 
ÄGP — . CD, aADO:^^'^ ans Zeüe (1), so ist 

5) CHtDH^CäiHG- -^CD oder 

r4—'CH\T^*DH=^CiLiHG~rT-'0D, woraus durch 
Sabtraction der correspondirenden Glieder 

6) 'rT-'CH:HG — -^'CH^CH:jDH, 
weldbes in (4) eingesetzt, ergiebt 

OS» T 

Seimeidet mau also auf HO ein Stuck HX^^^ und 

*-f r 

auf /fC ein Stück HP=— — ab, zieht durch X eine Pa- 

rallele mit CH und durch P one Parallele mit Off, die sich 
in ir schneiden, und yerllingert BG, bis es Xtf in 7 schnei- 
det, so ist 

= + nY==HG-^ TfT' folgUch aus (7) 

By»7ry==:*^~^=CP'P7r, d. h. der Punkt i?, der die 

▼erlangte Eigenschaft hat, liegt auf einer Hyperbel, deren 
Asjrmptoten ipy, irP sind und welche auch durch den Mittel- 
punkt C geht. Da nun auch der Punkt E die Eigenschaft 
hat, so mu88 er gleichfalls auf dieser Hyperbel liegen. Man 

denke sich nun diese Hyperbel durch die Punkte B und E 
construirt und sei U ein Punkt des ersten Kegelschnittes 
zwischen B und E, US seine Ordinate, welche tt/ in a und 
die durch B und E geliendc Hyperbel in p trifft, ziehe pO, 
welche die Achse in T schneidet, so ist, weil p auf der er- 
w&hnten Hyperbel Hegt, nach dem oben Bewiesenen C8:8T 
=:i:r, also ist nach §§. 9. und 10. ÜT die von U ausge- 
hende Minimallinie, welche offenbar dem Scheitel A nSher 
Hegt als ÜO. 

Auf ähnliche Weise ist, wenn K ein Punkt des Kegel- 
schnitts ausserhalb BE ist und die von K gezogene Ordinate 
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KM TT/ in ju, die durch B nnd E gehende Hyperbel in « 
triift und Fdeii Durclisclinitt von aQ mit der Achse bezeichnet, 
nach dem oben Bewiesenen CM : MV =^ i r , mithin Ti'F' die 
von K ausgehende Mini mal H nie , welche offenbar entfernter 
vom Scheitel liegt als iCO. Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

Will man übrigens die Anwendung analytisclier G^eome- 
trie znlassen, lo lässt sich der erste Theil des Beweises 
noch leichter so fahren: ' 

CH=a, OB^bf BG^y, HG^^, dann ist: 

CG = a — x, also DG = j (« — a), 

mithin verwandelt sich- die Proportion 

BG:OH=DG: DH sogleich in 

1) y:b = j(a — — ^ (a — a) oder " 
f b:y = a:^(a — x), woraus 
xy z= ^ ab ^ ay — - &p— also 

und setzt man hierin 

3) y = — > 80 erhJÜt man: 

oder: 

.V ^ abt-r 

^) *i Vi = {r+T)i ' 

woraus erhellt, dass der Ort der gesuchten Punkte eine gleich- 
seitige Hyperbel ist, deren Asymptoten die neuen Coordina- 
tenachsen sind; die Lage dieser Achsen ergiebt sich aber 
aus den Zeilen (2) und (3). 

§. 46. Lehrsatz 46. Von einem Punkt auf der kleinen 
Achse einer Ellipse oder deren Verlängerung kann an einem 
Quadranten derselben^ der auf der andern Seite des Mittel- 
punkts an die kleine Achse anstdsst, nur dne Linie gezogen 
werden, deren zwischen der grossen Achse und dem Umfimg 
liegendes Stück eine MinimalHnie ist, und die von solchen 
Punkten des Umfangs zwischen dem Scheitel der grossen 
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Adbse und dem Endpunkt dieser Mmimallinie gezogenen Mi- 

niinallinien liegen entfernter vom Scheitel der grossen Achse 
als die Verbindungslinien derselben Punkte mit dem zurrst 
auf der kleinen Achse gegebenen Punkt, dagegen die von 
solchen Punkten des Umfangs , die zwischen jener einen Mi- 
nimailinie und dem Scheitel der kleinen Achse liegen; gezo- 
genen Minimallinien liegen dem Scheitel der grossen Achse 
näher als die Verbindangslmien der&elben Punkte mit dem 
zuerst gegebenen. 

Sei BD eine Minimallinie in einem Quadranten AE einer Hg. aoi. 
Ellipse, die verlängert die kleine Achse in 0 trifft, so wird 
behauptet, dass ausser OB in diesem Quadranten keine andere 
Minimallinic gezogen werden kann und das?, wenn F ein 
Punkt des Umfangs- zwischen A und i?, R zwischen B und 
E ist, die in F gezogene Minimallinie dem Scheitel A ent- 
fernter liegt als FOf die in gezogene dagegen demselben 
nSher Hegt als BO, 

Sm Q der Durchschnitt von JO, / der von HO mit der 
gi'ossen Achse. kann nmi keine Mini^nallinie sein^ denn 
sonst müsste sie nach §. 40. mit BD innerhalb des Winkel- 
raums AQO und nicht erst auf der kleinen Achse selbst zu- 
sammentreffen ; deshalb muss aber aucli die in F gezogene 
Minimallinie die grosse Achse zwischt^n C und G treffen^ da 
sie sonst nicht das Stück OD der Minimallinie BD treffen 
könnte. Aus gleichem Grunde kann Hl keine Minimallinie 
sein, da sie sonst mit BD innerhalb des Winkelranms A(K} 
sich schneiden müsste, und deshalb ^trifft auch die in H ge- 
sogene MinimaUiiiie die grosse Achse zwischen A und /• 
Ifithin Ist die Behauptung erwiesen. 

§. 47. Lehrsatz 47. Vier, an derselben Hälfte des Um- 
fangs einer* Ellipse gezogene Minimallinien troffen einander 
nicht in einem und demselben Punkt. 

Erstens könnte der Ausgangspunkt der vier Minimal- 
linien anf der kleinen Achse liegen, dann wäre diese selbst 
eine Minimallinie und es müssten also wenigstens nach einem 
der beiden auf der andern Seite liegenden Quadranten noch 
zwei andere Minimallinien gehen, was gegen den vorigen 
Sate ist 

Wäre zweitens der Ausgangspunkt 0 ein beliebiger 
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Punkt unterhalb der grossen Achse, so könnten entweder 
drei Miniraallinien denselben Quadranten oberhalb der grossen 
Achse lind die vierte den andern treffen oder es raüssten an 
jeden der beiden Quadranten zwei Minimalhnien gehen. Das 
entere wäre gegen §. 4ö., das letztere ist deshalb unmöglich, 
weil nach §. 40. dann der Punkt 0 in den beiden rechten 
Winkeln, die die untere Halbachse mit der groBien Achse 
bildet, zuglttch liegen müsste. Also ist die Behauptung er- 
wiesen. 

§. 48. Lehrsatz 48. Drei Maximallinien an demselben 
Quadranten einer EIKpse können nicht in einem und dem- 
selben Punkt ssusammentreffen. 

Da die IKaximallinien nach §. 23. zugleich Minimallinien 
sind, so können nach §. 45. nicht drei derselben yon ein^ 
Punkt an denselben Quadranten einer Ellipse gezogen werden. 

§§. 49 und 50. Lehrsatz 49 und 50. Wenn in einem 
Punkt der grossen Achse einer^ Kegelsehnitts^ der Tom Schei- 
tel keinen grösseren Abstand als das halbe latus rectum hat 
(und in dem Innern Kaum des Kegelschnitts Hegt), ein Loth 
errichtet wird, so ist keine der Linien, die von einem Punkt 
dieses Lothes zwischen seinem Fnsspunkt und dem Scheitel 
durch die grosse Achse liindurch an den Umfang gezogen 
werden können, eine !Mininiulliiiic , und die in den End- 
punkten solelier Linien gezogenen ^liniinallinlen schneiden 
auf der grossen Achse, vom Scheitel an gerechnet, grössere 
Stücke ab als diese Linien selbst. 

Fig. 310. §• 49. Sei zuerst auf der Achse einer Parabel vom 

Scheitel A aus ein Stück AH kleiner als das halbe latus 
rectum abgeschnitten, in H ein Loth errichtet und von einem 
beliebigen Punkt 0 desselben die Linie OB, die die Achse 
zwischen A und H in C schneidet^ an den Umfang gezogen, 
so ist zu zeigen, dass BC keine Minimallinie ist und dass 
die in B ausgehende Minimallinie ein grösseres Stück ala 
AC auf der Achse abschneidet 

Sei BD das Loth von B auf die Achse, so ist, weü AH 
nicht grösser als das halbe latus rectum, DH und noch mehr 
DC kleiner als dieses, und sdnieidet man von 7) aus slu^ DH 
und dessen Verlängerung ein StUck DI gleich dem halben 
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latus rectum ab, so ist nach §. 8. BI eine Minimallinie und 
folglich die Behauptuiii^; erwiesen. 

§. 50. Sei auf der Achse einer Hyperbel oder Ellpsei Fig. «i 
vom Scheitel A nach innen zu ein Stück AH, das nicht 
grösser als das halbe latus rectum ist, abgeschnitten ^ in H 
ein Loth errichtet und von einem Punkt O destelben eine 
Linie gezogen, die die Achse «wischen H und AmD und 
weiterhin den Umfang in B schneidet; so ist zu seigen, dass 
BD keine Minimallinie ist und dass die in B gezogene Mini- 
mallinic vom Scheitel A entternter liegt als BD. 

Sei noch BE die Ordinate von 5; weil nun AH nicht 
grösser als das halbe latus rectum, ist das Verhältuiss CA 
: AH nicht kleiner als das Verhältniss t: r. Es ist aber CE 
: EH:> CA : AH, was bei der Hyperbel von selbst einleuchtet, 
bei der Ellipse aber gleichfalls richtig ist, da, wenn Zähler 
und Nenner eines unMchten Bruchs um gleiche Stücke yerkleinert 
werden, ier Bruch dadurch nothwendig grösser wird. Es ist 
aUo CE:EH'> ttr, und bestimmt man aikf der verlängerten 
AD einen Punkt /, so dass CE:EI=i:r, so ist EI::^ EH 
und da die Linie IB die Minimallinie im Punkt B ist nach 
§. 9. und 10., so ist die Behauptung erwiesen. 

§§. 51 und 52. Lehrsatz 51 ui^d 52. Wenn unter den- 
selben Voraussetzungen als beim vorigen Satz auf der Achse 
eines Kegelschnitts vom Scheitel an ein Stück, das grösser als 
das halbe Utus rectum, bei der Ellipse aber auch kleiner als 
die halbe grosse Achse ist; abgeschnitten wird, so kann jedes 
Mal eine gewisse Länge, die in der Florentiner Ausgabe mit 
dem Ausdruck „trutina, die Wage'^ bezeichnet ist, bestimmt 
werden j von folgender Eigenschaft: Wenn der auf dem Loth 
angenoinnicne Punkt einen grösseren Abstand von der grossen 
Achse hat als die Wage, so kann überhaupt keine Miuimal- 
linie von ihm durch die Achse an den Kegelschnitt gezogen 
werden und die in den Endpunkten der von einem solchen 
Punkt ausgehenden Strahlen (gleichfalls ein Ausdruck der 
Florentiner Ausgabe) gesogenen Mnimallinien schneiden 
grössere Stücke auf der Achse ^ ab als die Strahlen selbst 
Wenn aber der normale Abstand des angenommenen Punktes 
von der Achse der Wage gleicli ist, so kann von ihm aus 
nur eine Mininiallinie durch die Achse an den Kegelschnitt 

Apoliouiafl, KegcUcbuitte. 13 
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gezogen werden, und die in den Endpunkten aller übrigen 
von diesem Punkt ausgehenden Strahlen j^ezogenen Miniinal- 
linien sclmeiden grössere Stücke auf der Achse ab als diese 
Strahlen selbst. 

Wenn endlich der normale Abstand dea angenommenen 
Punktes von der Achse kleiner a^ die Wage ist, so können 
von ihm ans awei Minimallinien durch die Achae an den 

Kegelschnitt gezogen werden ; nnd die von den Endpmikten 

der zwischen diesen liegenden Strahh ii ausstehenden Miniraal- 
linieii schneiden auf der Achse kleinere Stücke ab als die 
Strahlen selbst^ die von den Endpunkten der ausscrbsUb lie- 
genden ausgehenden MinimaUinien grössere. 

Flg. 81S. §. 51. Sei eine Parabel und auf der Achse ein 
Punkt H gegeben/ der von dem Schmtel A einen grösseren 

Abstand als das halbe latus rectum ^ hat^ femer von H auf 

HA ein Stück HP=^ abgeschnitten und das übrige Stück 

PA durch einen Punkt £ so getheilt, PE = 2 EA ist/ in 
E die Ordinate MB an die Parabel gezogen und eine Länge 
W so bestimmt; dass (1) HPiPE=:BEi so wird zuerst 
behauptet; dass, wenn in H ein Loth HO grösser als W er- 
richtet wird, vom Punkte O durch die Achse keine Minimal- 
liüie gezogen werden kann. 

Man zielie zutiiiclist OB, die die Aelise in D schneidet. 
Nun ist (2) ED :HD=^ BE . OIL weil aber 0//> ist 
nach Zeile (1) HP : PE :> BE : OH, also (3) ED iHD<HP 
:PB oder componendo (4) EH:ED>EH:HP, also ED 
kleiner als das halbe latus rectum HP und folglich schneidet 
die von B ausgehende Minimallinie auf der Achse ein grösseres 
Stück als AD ab. 

Sei nun OC vuiv andere von O ausgehende Linie an 
die Parabelj di(' die Aeliso in L trifft, so ist zu zeigen, dass 
auch LG keine Miuinialliuie ist 

Man ziehe in B die Tangente, die die Achse in F trifft, 
und von G die Ordinate Gl, die die Tangente in K schneidet. 

Nun \BtAFz=:AE(L Bö.), mithin FE=PE (siehe Oonstr.) 
und folglich PE : PI>- FT : FE (da immer ö:«-f-a?>-fl — x:a), 
aber FI x FE =^ IK . BE und ibiglich FE : PI .> IK : BE, also 
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anoh PE'BE>PI' IK und desto mehr PE BE:>PI' IG, 
aberPE'BE<:OH'PHnMsh{i), also ist OH - PH>' PI - IG 
oder OB: /G > PI: PH, da aber OH:IGss HLtLI, ist auch 
HL : U> PI: PH oder componendo BI:LI'> HI: PH und 
folglich LI<:PH d. h. kleiner als das halbe latas rectnmy 
wodurch bewiesLii ist, dass die vou G ausgehende Minimal- 
linie auf der Aclise ein grösseres Stück als AL absciincidet. 

Auf gleicln; Weise lässt sieli der Beweis auch fiir eine 
auf der andern Seite Yon OB an den Um£sng gehende Linie 
OM fuhren. 

Sei zweitens das Loth 0H= fF, so ist unter Beibehal- 
tung der obigen Bezeichnungen zu zeigen, dass OB die ein- 
zige Minimallinie ist, die von O durch die Achse an den 
Umfang gezogen werden kann. Es ist wieder wie oben 

1) ED : ///; = BE : OH, und da ÜH = tF, ist femer 

2) IIP : PE =: BE : OH , 

also ED : HD = HP : HE oder componendo EH: ED 
^EH:HP und folglich ED ^ HP d, l gleich dem halben 
latus rectum, mithin ist BD eine yon 0 ausgehende Minimal- 
linie. Dass aber keine andere gezogen werden kann, wird 
ganz wie oben bewiesen, nur dass PE*BE diesmal nicht 
kleiner als PH* OH, sondern ihm gleich ist, was den Gang 
des Beweises nicht im Mindesten ändert. 

Sei endlieh das Lotli OH kleiner als W, so ist zu zei- 
gen, dass von O zwei Minimallinien dureli die Achse an die 
Parabel gezogen werden können. Ks ist, wieder unter Bei- 
behaltung der obigen Bezeichnungen, da JV<::OH, IIPiPE 
<iBE:OH oder HP * OH <: PE - BE\ sei also Q ein Punkt 
auf BE, so dass HP^OH^PE- QE, und werde nach H. 4. 
durch den Punkt Q eine Hyperbel construirt, die PA und 
das in P errichtete Loth zu Asymptoten hat, so wird diese 
der Parabel in zwei Punkten G und M begegnen müssen; 
dann ist, wenn Gl, MN die Ordinaten von G und M, L, S 
die Durchschnittspunkte von OG, OM mit der Achse sind, 
nach IL 12. PI' Gl = FE ' QE = PH' OH, also PI : PH = OH 
:G/und da OH . Gl ^ HL . LI, ^uch PI : PH = HL : LI oder 
componendo HI : PH=^ HI : LI, also LI = PH d. i. gleich dem 
halben latus rectum und folglich GL eine Minimallinie. 

13» 
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Dasselbe lässt sicli auf glek lic Art von SM zeigen und dann 
folgt der Eest der Behauptung aus §. 44. 

Flg. 314 and • §. 52. Sei sweiteoB der gegebene E^;elgchnitt eine 
Hyperbel oder EDipse und der Abstand des Punktes H vom 
Scheitel A grösser als das balbe latus rectum, so werden für 
die Funkte des in ff errichteten Lothes die Behauptungen 

des Satzes zu erweisen sein. 

Der nachfolgende Beweis des ApoUonius dürfte vielleicht 
manchem Leser etwas zu umständlich erscheinen^ weshalb ich 
im Anschluss an das im zweiten Beweis des §. 45. Gesagte 
eine Betrachtung hier eiuschalte, durch die der Gegenstand 
vielleicht auf eine etwas einfachere Art erledigt werden kann. 
Wir haben dort gezeigt, dass, wenn ff ein Punkt auf der 
Achse einer Hyperbel ist und von einem Punkt des in H 
unterhalb der Achse errichteten Lothes eine Minimallinie an 
die Hyperbel gezogen werden soll, der Punkt der gegebenen 
Hyperbel, den diese Minimallinie trifft, zugleich auf einer 
andern gleichseitigen Hyperbel liegt, die durch den Punkt C 
geht; und deren eine Asymptote ein Loth auf der Achse in 
dem Punkt P ist^ för welchen CP:Pff=i:r. Es handelt 
sich daher zunächst darum, aufzufinden , in welchem Falle 
diese zweite Hyperbel die gegebene berührt; da dann offen- 
bar nur eine Minimallinie yon O ausgehen kann. Sei B 
der gesuchte Berührungspunkt der Hyperbeln und treffe 
die in B gezogene geineinscliat'tliche Tangente die Achse CA 
in I, das in P errichtete Loth in Q, sei ferner von B an die 
Achse CA die Ordinate BE und au PQ das Loth BT gezo- 
gen, 7t der Mittelpunkt der gesuchten Hyperbel, e, t die Punkte, 
in denen die yerlängerten BE^ BI die von n ausgehende 
Parallele mit der Achse schneiden. Nun ist: 

1) C/: 04 = 04: CT (L 37). 

2) NachIL12. CP:JSa'==lV:iV = Be:JE!E = te:«-^/B 
= EP :EP~- JE, da u = ett = EP (H. 3.). Also da CP : EP 
= EP : EP - IE, ist dividcndo CE : TE = CP : EP und 
abermals divideudo CI : CE = CE : CP, oder wenn wir darin 

statt CI seinen Werth aus (1) ^ setzen, 

3) r//2 : CE^ = CE iCP d. h. CE die erste von zwei 
mittleren Proportionalen zwischen CA und CP, Mithin ist 
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aus der Lage des Punktes H die des Punktes Ej also auch 
der Berührungspunkt ^ zu finden gelehrt; es bleibt noch die 
Länge OH zu bestimmen, welche die in B gesogene Nonnafe' 
auf dem in H errichteten Loth abschneidet , 

Ist Q der Durchschnitti^unkt von OB mit CH, so ist 

EB:OH:==^EG:GH=z?^^:HB--^^P^, 

(da CE:EG= CP:PH=t:r ist) 

=: CE ' PH .HE CP — CE 'PH 

s= CE 'PH : CH 'HE — PH. ( HE -\- CE) 

= CE'PHiCH'EP 

d, h. das Verhältniss EB : OH ist zusammengesetzt ans den 

Verhältnissen CE : EP und FHiCH, die Länge der Strecke 
Ptt ergiebt sich sodann aus Zeile (7) des zweiten Beweises 

au §. 45* gleich 

Es crlicllt Jneraus, dass, wenn OH die so bestimmte 
Länge hat, nur .eine ^MlnimalUnie von O durch die Achse an 
die Hyperbel gezogen werden kann. Wenn nun OH grösser 
isty so wird, während die eine Asymptote ttQ der oben erwähn- 
ten gleichseitigen Hyperbel fest bleibt, die andere sich weiter 
von P entfernen, und da ausserdem der Funkt C ein gemein- 
schaftlicher Punkt dieser Hyperhein bleibt, so ist durch Ton 
C gezogene gerade Linien und Anwendung von II« 8. leicht 
zu zeigen, dass die einem grösseren OH entsprechende Hy- 
perbel mit dem ganzen Zweige von C aus bis an die Asym- 
ptote ttQ hin innerlialb der Hyperbel CB liegt und daher die 
Hyperbel AB nieht treffen kann; mithin ist in diesem Falle 
auch keine Minimallinic von 0 an die Hyperbel ul8 möglich. 

Auf dieselbe Weise folgt, dass die einem kleineren OH 
entsprechende gleichseitige Hyperbel , mit dem von C bis an 
die Asymptote ttQ reichenden Zweige ganz ausserhalb der 
Hyperbel CB liegt, also 'die Hyperbel AB nothwendig in 
zwei Punkten schneiden muss, weshalb von O an die Hyper- 
bel in diesem Falle zwei MlniiiuiUlnicn gezogen werden 
können. Der Rost der Behauptung, dass, wenn eine oder 
keine Minlmallinie Statt findet, die in Punkten der Hyperbel 
gezogenen Minimallinien vom Scheitel A weiter entfernt 
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Hegen alft die nacli O gehenden Strahlen, und wenn zwei 
Minimalliuicn Statt finden, iür zwischen diesen liegende 
Punkte das Umgekehrte, fiir aasscrhalb liegende dasselbe 
Statt findet, folgt stets genau so wie oben bei §. 45. 

Beweis des Apollonius. Man theile CXT durch einen 
Punkt P bei der Hyperbel zwischen C und Hj bei der EUipse 
jenseit H, so dass 

1) CP'/PH^ttr. 

Da nun AH>j, ist CA:AH<:i:r, mithmPH<:AH und der 

Punkt P liegt also zwischen A und H, Man suche nun zwei 

mittlere Proportionalen zwiselien CA und CP imd schneide 
sie von C aus auf der Achse ab zu den i'unkten E imd F, 
so dass also 

2) CA : CE = CE :CF^( F: CP ist, 
errichte in E die Ordinate BE und bestimme eine Länge 
so dass 

3) das Verhältniss WiBE zusammengesetzt bt aus den 
Verhältnissen CHiHP und PEiCE, also WiBE^CH- PE 
iBP'CEiBi. 

Sei nun zuerst OH^ Wj so wird behauptet, dass von 

O keine Miniinalllnic dur( Ii die Achse .in die Plyperbel ge- 
zogen werden kann und dass die in den Endpunkten der 
von O kommenden Strahlen p;ezogen'en IMinimallinien auf der 
Achse grösseire Stücke als diese Strahlen selbst abschneiden. 

Man ziehe OB, die die Achse in G schneidet, so ist zu- 
nächst zu zeigen, dass BG keine Minimaliiiue ist. Sei X ein 
Punkt auf OH, so dass 

4) OX:HX=:t:r, 

lerner das Kechteck CHOZ vollendet und durch Parallelen 
PjvYy Xtt^ mit den Seiten HO, HC getheilt. Da nun 
0H:> W, ist OH'.BE> W : BE, also auch nach (3) 
'OH:BE>> CH'PEiHP'CE\ 

da aber 

OffiBE^OH'HXiHX'BE und OH:HX=CH:PH, 
^0 erhält man 

CH'HX: PH'BE> CH PEiHF- CE oder 

5) UX i BE > PE : CE und da HX = E^. 

6) E& iBE^ PE: CE oder compoueudo 
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• . Be:£k<:CP:PE und da PE = 7n, Es^Pt^, i&i 

7) Bc'7rs<:P7r'CP. 

Für diesen Fall ist aber im §. 45. gezeigt, dass BG keine 
Minimallinie ist und dass die von B ausgehende IVIini- 
mallinie ein grösseres Stück als AO auf der Achse ab- 
schneidet 

Sei.nnn eine andere Linie OK an die Hyperbel gezogen, 
welche die Achse in L infft, so sind von KL dieselben Eigen- 
schatten 7A\ erweisen. Sei KM die Ordinate in K, die 
in fx und die in B gezojrene Tan<^ente in x tritlt, seien fer- 
ner / und L die Selineiduii^siiuiikte der Tangente mit CH 
und X^, Weil aber Ei .BE^ PE.CE [siehe (6)], sei 
ein kleineres Stück als yon JS^'ans auf £Se abgeschnitten^ 
so dass 

8) Sk^iBB^PEiCB 

und durch £ , eine Parallele mit CH gezogen, die die Linien 
BIj K\if P/F beziehlich in fx^, schneidet Nach L 37. 
ist CI: CA^CAiCE und da nach (2) 

CA : CE = CE : CF = CF: CP, ist 

9) CI:CE=CE: CP oder dividendo 

10) IE:PE=CE:CP; 

es ist aber, wie componendo leicht aus (8) folg^ 

11) CE: CP=zBE:B^, =iifi;u,8,, 
mithin aus Vergleichung mit (10) 

12) oder ir, t, ss i, e,. 

Hieraus folgt aber t^\x^ <: £, tt^ und folglich (iHi^/^iEj 
<: s , TT , : , £ , oder componendo 

i,j,:ti/x,>-ju,;rj:£,7r, oder, da t j e, : tj JU| = t, ^ : ju^ x, 
folgt 

£,5:jüi,x>jot,7r, :e,t,, also 

13) e,jB.£,^, >/A,x«fi,;r, 
und folglich desto mehr 

14) f, jB»f, jr, >• jm, Ä"' /m, ;r,. 

Da aber Bk^ i BE^PBi CE nach (8), ist auch componendo 
:CP=JSE,:P£oderBi,P^=CP-JSe, und da Pi?=9r, 
ssPt,, so ist 

15) Bf, .w-,f, =CP.Pb-„ 

also mit (14) vergliclien 
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Addirt man nun bei der Hyperbel hierzu auf beiden Seiten 
das Rechteck jui, ;r, • /a, p , so erhält man ^iK - iiir <i CP * Ptc ^ 
-{-fi,7rj • /x,jüi und also desto mehr: 

16) iiK*^7t<:CPP7T, 

Subtrahirt man aber bei der Ellipse djisselbe Bechteck 

3r, «fiifi; »o bleibt \iK» \in <iCP»PK^ — Mi^i 'Fil"*» 
und da CP'Pk^ <:CP'Pir, so mnss desto mehr: 

17) juüST.fjtw <CP-Pt. . 

Aus (16) und (17) folgt aber, wie in §. 45. gezeigt ist, 
dass KL keine Miuimallinie ist und dass die in K gezogene 
Minirnallinie auf der Achse ein grösseres Stück als AL ab- 
schneidet. 

Zieht man auf der andern Seite von OB eine Linie ON 
an den Kegelschnitt, die die Achse in S trifft, in die Or- 
dinate NR, die die Tangente in y, die Linien Xi, i, in 
p, schneidet, so ist, weil i,e, s=e,)r, (siehe 12), 

i, e, : E, :> p, TT, : also componendo 
t,p, : < ; p,7r, und, dai,p, :i,£, = p,v:e,B ist, folgt 

p, v:E,J5<:;£,7r, :p,7r, oder p^v^ p^7v^ <ie^ B - £^7^^ 
und desto mehr 

18) P,A'-c,'^, <:f,Ä.s,7r,, 

woraus ganz ähnlich wie oben gefolgert werden kann 

19) pN'p3r<zCP'P7r, 

80 dass dann weiter aus dem in §. 45. Bewiesenen die Be- 
hauptung sich ergiebt 

Sei zweitens OHs= W, so ist unter Beibehaltung der 
obigen Bezeichnungen, da OH: BE = OH* XH: XH>BE 
z=zCH-PE:PH»CE (siehe 3), wenn man statt OH.XH 
das gleiche Verhältniss CH: PH und statt XH das gleiche Es 
setzt, Es :BE=PE:CE, also BE - PEz= Ee CE, und wnin 
man auf beiden Seiten das Kechtcck PE*iE bei der Hyper- 
bel addirt, bei der Ellipse subtrahirt, so erhält man, da 
PJSssnr und & = Pir, 

20) fJ|.e3r=CP.flr. 

ICihin ist nach dem, was in §. 45. gezeigt ist, ÖGB eine 
ÜGnimallinie.' 

Ist nun OK eine andere Linie von O durch die Achse 

an den Kegelschnitt, so ist unter denselben Jiezeichnungen 
als oben JEiPE =^ CE.CP (siehe 10), und da iEiBE 
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= PE'.CE nach (6), ist componenilo BEuB^CEiCP, 
aber BE : sB JE : lb und folglich FE = ls oder -b =. t£. 

Nun ist TTE : TTju >► iju : is und da i/ix : ie = jux : e-ß^ folgt 
TTsznn^ ItxitB oder tte * sB wfi • fxK 
und desto mehr ;re • jbiB >• irjui • fiiC, für welchen Fall in $. 45. 
ge2seigt ist, daas die in ÜT gesogene Minimallinie ein grösseres 
StVLck als AL auf der Achse abschneidet. 

Auf gleiche Weise kann die Bichtigkeit der Behauptung für 
Gine auf der andern Seite von OB gezogene Linie gezeip^ werden. 

Sei endlich drittens OH kleiner als IV, so wird nur zu 
zeigen sein, dass von O aus zwei Minimallinien an die Hy- 
perbel gezogen werden können, um den Best der Behauptung 
sogleich nach §. 45. folgern su können. Wenn aber OHkzIV, 
so ist nach (3) 

und da OHxHX^ CHiPH und HX^Ei^ so erhält man 

&iBB<,FEiCE <Aet Bi^CE<:BE'PE 
und durch Addition «oder Subtraction von Et • PE auf beiden 

Seiten CP > Ptt <iBs • tte. Es lässt sich also ein kleineres 
Stück als B^ Ui bestimmen, so dass CP - Ptt = Ui ' m , und 
wenn durch den Punkt U eine Hyperbel beschrieben wird, 
welche die Linien 7re,7rP zu Asymptoten hat, was nach H. 4. 
geschehen kann, so wird diese den gegebenen Kegelschnitt 
nothweadig in awei Punkten K und N schneiden müssen,- 
und da, wenn KM, NR die in K und R gesogenen Ordina- 
ten sind, welche m besiehlich in fi, p schneiden, sowohl 
Kfx ■ fXTT, als Np • pTT gleich ük • tv und also auch gleich CP*Pjs 
sind, müssen nach dem in §. 45. Bewiesenen KO, NO Mi- 
nimallinien sein, worauf auch der liest der Behauptung aus 
dem dort Dargethanen sich ergiebt. 

Scholium des arabischen Bearbeiters. Im vorigen Hätz Fig. sie. 
so. wie bei ^nigen folgenden wird verlangt swei mittlere* 
Firoportionalen zu finden. Diese Aufgabe kann folgender- 
massen aufgelöst werden. Seien AB, AC die beiden gege* 
benen Imiien unter ^em rechten Winkel aneinander gelegt 
und das Bechteck BACD vollendet^ durch den .Punkt D aber 
eine Hyperbel beschrieben, deren Asymptoten AB, AC sind, 
und werde diese Hyperbel von dem um das Rechteck ABCD 
.beschriebenen Kreis zum zweiten Mal iu E gcscluiitteu, end- 
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Ikh die Gerade DE gezop^en, welche die verlängerte AB in 

F, AC in G schneidet, so ist 

AB :CG= CG :BF=BF : AC. 
Nach IT. 8. ist FD=GjB, abo auch FD - FE =GE'GD und 
wegen des Kreises 

FDFE=FB'FA, GE • GD = GC- GA, also 
FB'FA^GC'GA od&c FB i QC ^ GA : FA, 
und da wegen AelmKchkeit.der Drdecke GAF, DBF, GCD 
GA:FA — GC:CD=:DB:BF, und CD z= AB, DB^ACy 
so erhält man leicht die Behauptung 

AB:CG= CG:BF=BF:Aa 
Dass hierbei die Hyperbel den Kreis nur in zwei Punk- 
ten schneiden kann, folgt aus TV. 33., und dass sie es immer 
thun muss, ausser wenn AB = AC, folgt daraus, dass die 
Tangente der Hyperbel in D parallel der Diagonale AC ist, 
während dies di^ Tangente des Kreises in D nicht sein 
kann. 

§. 53. Lehrsaix 53. Wenn atuserhalb einer durch die 
grosse Achse abgeschnittenen Hälfte ^ner Ellipse auf der 

kleinen Achse oder ihrer Verlängerung ein Punkt so ange- 
nommen wird, dass das Stück der kleinen Achse von diesem 
Punkt bis zum entfernteren Scheitel derselben zur halben 
kleinen Achse kein kleineres Verhältniss hat als die grosse 
Achse zu ihrem latus rectum, so kann von diesem Punkt 
durch die grosse Achse hindurch an die Ellipse keine Mini- 
mallinie gezogen werden und die in den Endpunkten der 
von dem angenommenen Punkt ausgehenden Strahlen geso- 
genen Minimallinien liegen von dem zunächst gelegenen 
Scheitel der grossen Achse entfernter als die Strahlen selbst, 
i'ig. Ü17. Sei ADB die Hälfte einer ElHpse, deren grosse Achse 
Aß ist, und 0 ein Punkt der verlängerten kleinen Halbachse 
DC von der Eigenschaft, dass OD : CD nicht kleiner als t :r 
(AC'^iDC^). Ist nun DE eine beliebige Linie von 0 durch 
die grosse Achse an den Quadranten ACD der £llipse> welche 
die grosse Achse in H inSt, so wird behauptet^ dass die in 
E aqsgehendct Minimallinie vom- Scheitel A mtfemter liegt 
als EO, 

Man ziehe von B die Ordinate EF an die grosse imd 

das Loth EG au die kleine Achse, so ist 
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OGiCG>ODiCD, 

ako nach Annahme 

OG'.CG:>t.r\ da aber 
OG: CG=OE:HE=i=CF:HF, 
üt anoh CFiHF^tir, und bestiqutat man also auf CF einen 
Pnnkt I, so dass CFiIF^iir, so muss IF>HF sein und 
/ zwischen H und C liegen. Nun ist aber nach §. 10. EI 
die von E ausgehende Minimallinie und folglich nach §. 25. 
EH keine solche, mithin die Behauptung erwiesen. 

§. 54. Lehrsatz 54. Wenn ausserhalb einer durch die 
grosse Achse abgeschnittenen Hälfte einer Ellipse auf der 
kleinen Achse oder ihrer Verlängerung ein Punkt angenom- 
men wird, dessen Abstand von dem entfernteren Scheitel der 
kleinen Achse 2ur halben kleinen Achse ein kleineres Ver- 
hfikniss hat als die grosse Achae zu ihrem latus rectum, so 
kann von diesem Funkt an jeden der beiden Quadranten der 
oben erwfthnten Ellipsenhftlfite eine und nur eine Minimallinie 
gezogen werden; in dem Theil aber eines solchen Quadran- 
ten, der an den Scheitel der grossen Achse stösst, liegen die 
in beliebigen Punkten des Umtangs gezogenen ^Iinlmallini(?n 
von diesem Scheitel entfernter als die Strahlen von dem 
zoerst angenonunenen Punkt nach denselben Punkten, in 
dem andern Theil eines jeden Quadranten abcor näher. > 

Sei ADB die H&lfte einer Ellipse, deren grosse Achse Fig. si7. 
AB ist, O dn Pnnkt der kleinen Achse ausserhalb dieser 
Hälfte, so dass OD : CD < / : r, so wird behauptet, dass Ton 
O an den einen Quadranten Aü der Ellipse eine Minimal- 
linie OE gezogen werden kann und dass die von Punkten 
zwischen A und E ausgehenden Minimallinien von A entfern- 
ter liegen als die von denselben Punkten nach O gehenden 
Strahlen, die von Punkten zwischen E und D ausgehenden 
aber näher. 

Sei ein Punkt Q auf CD bestimmt, so dass OGiCG 
=B/:r; da aber ODiCD<:tir, muss OG<OD sein, also 
der Punkt G innerhalb der Ellipse liegen. Man errichte nun 
in O ein Loth auf C2>, das. d^ Quadranten AD in E trifft, 

ziehe OE, welches CA in H trifft, und von E an die grosse 
Achse die Ordinate EF. Weil nun 

t:r ^ OG : CG = OEiHE ^ CF: HF,» 
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ist nach §. 10. OE eine MlnlnialHnie, desgleichen ist aber 
auch OD ( ine solche nach dem in §. 20. Erwieseueu und 
sonach folgt die Behauptung aus §. 46. 

§§. 55 — 57. Lehrsatz 55 —57. Wenn ausserhalb einer 
durch die grosse Aehse entstandenen Hälfte einer Ellipse ein 
Pnpkt unter der Achse so angenommen wird^ dass das von 
ihm auf c^e grosse Achse gefüllte Lotfa den lütte^nkt nicht 
inSft, so kann yon diesem Ponkt durch die Ton dem Loth 
nicht getroffene Hälfte der grossen Achse eine und nur eine 
Miiiimallinie an den Umfang gezogen werden. 
Pig. 318. §. 55. Sei ADB die Hälfte einer Ellipse, deren grosse 
Achse AB ist, O ein Punkt unter dieser Achse, dessen 
Ordinate die Hälfte CB derselben trifft, so wird zunächst 
behauptet, dass von O durch die Half)» CA der grossen 
Achse eine Minimallinie an den Um&ng gezogen werden 
kann. 

Sei P ein Punkt der yerlängerten OH, Q ein Punkt der 

verlängerten CHy so dass OP:PH= CQ : QH^t:r, R der 

vierte Eckpunkt des Rechtecks PHQR und werde durch den 
Punkt O nach H. 4. eine Hyperbel beschrieben, deren Asym- 
ptoten RP, RQ bind, so muss diese, wie nachher bewiesen 
werden soll, den Quadranten AD der Ellipse in einem Punkt 
E schneiden^ und dann ist OE, welche CA in G schneidet, 
die verlangte Minimallinie. . Man verlängere OM an bei- 
den Seiten^ bis sie die Asymptoten RP, RQ In den Punkten 
/ und K trifity siehe von E und / die Lotiie EF, IL an die 
Achse. Nun ist nach TT. 8. OK^BT, mithin auch lfQ=LF, 
und da OP :HP=:OI : Gl = HL : GL und OP: HP= CQ : QH, 
ist CQ : QH = HL : GL oder durch Subtraction der corre- 
spondirenden Glieder 

HL—CQ'.GL— HQ=CQ : HQ=it:r, 
aber wenn man HQ durch das gleiche LF ersetzt, erhält man 
ML^CQ^CF, G£-ÄQ=GFpdalso 

mithin OE eine lIlGiumallinie nach §. 10. 
yig. ai8. §. 56. Es bleibt zu zeigen , dass die durch Aea Punkt 

0 beschriebene Hyperbel den Quadranten AD der Ellipse 
treffen muss. Sei zu dem Ende im Scheitel A der letzteren 
eine Tangente gezogen^ welche die Asymptote RI 'm M trifft. 
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Weil nun CQ : HQ=:OP: HP ht.mu^^AQ :HQ> OP: HP und also 
AQ-BF^HQ . OP oder RM - MA^RP-FO sein, und es lässt 
sich also auf MA ein Punkt X bestimmen, so dass XM • MR 
= RP* PO ist, und durch diesen Punkt muss die Hyperbel 
gehen. Wenn aber die Ton O kommende und, weil RQ • CQ 
=ÄP. PO ist, durch den Mittelpunkt gehende Hyperbel die 
Tangente AM in einen Punkt treffen boU, muss sie nothwen- 
dig vorher den Quadranten AD der Ellipse geschnitten haben. 

§. 57. Es bleibt uocli zu zeigen, dass ausser (JE keine Fig. 319. 
andere Mininiallinic durch die Hälfte CA der grossen Achse 
gezogen werden kann. 

Sei N der Punkt ^ in welchem DE die kleine Achse 
durchBchneidet, so wird, wenn S ein beliebiger Punkt der 
Ellipse zwischen M und D ist, nach §. 46. die von 8 aus- 
gehende Hinimallime dem Scheitel A n&her liegen als die 
Gkrade SN, mithin auf der andern Seite dieser Linie liegen 
müssen als OS und folglich kann diese letztere nach g. 25. 
keine Minimallinie sein. Ist dagegen T ein Punkt der El- 
lipse zwisclien A und E, so wird die von T ausgehende Mini- 
malllnie gleichfalls nach §. 4G. vom Scheitel A entfernter 
liegen als die Gerade NT und folglich den Punkt O nicht 
treffen können. Mithin kann von O an den Quadranten AD 
keine Minimallinie ausser DE gezogen werden. 

99« 56 und 59. Aufgabe 1 und 2. Von einem Punkt 
ausserhalb eines Kegelschnitts, der nicht in der VerlängcTung 
der grossen Achse liegt, an denselben eine Linie zu ziehen, 
deren zwischen den Umfang und die grosse Achse falleudes 
Stück eine Minimallinie ist. 

§. 58. Aufgahe 1. Sei zuerst der gegehcne Kegel- r ig. 320. 
schnitt eine Parabel AE und O der ausserhalb derselben ge- 
gebene Punkt. Man ftlle von diesem ein Loth OH auf die 
Achse und schneide von H auf der Achse nach aussen zu 
ein Stilok HP gleich dem halbeu latus* rectum ab, errichte 
in P ein Loth und beschreibe durch den Punkt O (nach II. 4.) 
eine Hyperbel, die PA und das Loth in P zu Asymptoten 
hat; diese Hyperbel muss, da sie die Achse zur Asymptote 
liat, die Parabel in einem Punkt E treffen; man ziehe mm 
OE, welche verlängert die Achse in F, das in P erriclitete 
Loth iu G trifft, und ziehe von M die Ordinate £D. Weil 
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mm nach II. 8. FE = OG , ist aiicli FD = HP, also gleich 
dem iiaibeu latus rectum ; mithin nach §. 8. EF eine Mini- 
malllnie. 

iig.3siand §. 59. Aufgabe 2. Öei zweitens der Kegelsclmitt ent> 
weder eine Hyperbel oder eine Kllipse. Man lalle von dem 
g^benen Punkt O ein Loth OH auf die Achse tmd be^ 
stimme sowohl in OH als in CH als in CH und awar bei 
der Hyperbel auf diesen Linien selbst ^ bei der Ellipse in 
ihren Yerlän^rungen über H Punkte / und JT, so dass 
OI:IH=z CK:KII=t:r ist, vollende das Rechteck IHKP 
und construirc nach II. 4. durch den Punkt O eine Hyperbel, 
deren Asymptoten PI und die uüthigentalls verlängerte PK 
sind. Trifft nun diese Hyperbel den gegebenen Kegelschnitt 
in Ef und dass dies nothweudig geschehen moss, soll nachher 
gezeigt werden ; so ziehe man OE, welches verlängert die 
Asymptoten PK, PI in G, M, die Achse in F tri£flt, nnd von 
E die Ordinate ED, welche PI in N schneidet. Nun ist^ weil 
OG = EM, auch PI oder HK = MN, also auch DK « MI. Da 
aber t ±rit= HO : 10 ^ FH \ MT = FH t DK^ CH : CK, 
wobei das obere Zeichen für die Hyjjerbel, das untere für 
die Ellipse gilt, so erhalten \\\v durch Addition oder Suh- 
tractiou der correspondirenden Glieder in den letzten bei- 
den Vcrhältnissen.CF: C/) = /+^r:/, woraus endlich dividendo 
JDFiCD = r:t sich crgiebt, und also ist nach §. 9. nnd 10. 
EF eine Minimallinie. Dass aber die durch den Punkt O 
construirte Hyperbel den gegebenen Kegelschnitt treffen muss, 
folgt bei der Hyperbel leicht daraus, dass sie eine diesseit 
der Achse gelegene Parallele damit zu einer Asymptote hat 
und also, um sieh diest r Tjinie zu niiheru, jedenfalls die ge- 
gebene Ilvperbel sclinciileu muss, bei der Ellipse aber daraus, 
dass die dureii O construirte Hyperbel durch den Mittelpunkt 
C der Ellipse geht, da nadi Gonstruction Ol - PI ^ CK PK 
ist; und also notliwendig, ehe sie von O nach C gelangt^ die ' 
Ellipse getroffen haben muss. 
Fig. m, §, 60. Aufgabe 3. Wenn bei der Hyperbel das von 
dem gegebenen Punkt 0 gefällte Loth den Mittelpunkt C 
trifft, so findet man die von O ausgehende Minimallinie fol- 
gendermasson : Man theile das Loth OC durch einen Punkt 
/, so dass Ol : CI =■ t: r, ziehe durch / eine Parallele mit der 
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Achse, welche die Hyperbel in E trifft, und ziehe OE, die 
verlängert die Achse in F trifft, so ist OEF die gesuchte 
Linie, di^mi t : r z= Ol . CI =z OE : FE = CD i DF vai^ folglich 
D^ch §• 9. OEF eine Mimmallinie. 

9» 61. -Angabe 4. Wenn bei einer Hyperbel das Lotii fi«. sm. 
OH die Achse jenseit des Mittelpunktes C infSty so seien 
wieder / und K Punkte ai^f OH und CÖ", so dass OIiIH 

Ä CK : KH — t:r, und in A' und / ParallcKni mit OH 
lind CH (2;ezogon , die slcli in V schneiden; beschreibt 
man nun durch C eine Hyperbel, welche die verlängerte IP 
und PK zu Asymptoten hat, so ist die von O nach dem 
öchneidungspunkt E dieser Hyperbel mit der gegebenen ge- 
sogenen Linie OE^ welche verlängert die Achse in F trifft; 
die vwlangte Minimallinie. 

Da mm CK:KH=OI:TH, ist CK IH^^OT'KH oder 
PK ' CK =^ PI Ol, und da PK - CK = PN- EN, so ist PI 
. Ol = PN ' EN oder PI : PN = EN : Ol = NM : 3/7, 
woraus sich leicht crgicbt, dass PN — MI , und da/-|-^-^ 
= CH : CK ^ HO :0I =HF : IM und IM = PN = DK, ist 
CH : CK -— HF : DK, woraus durch Subti'aktion der correspon- 
direnden Glieder entsteht CF: CD ^ CH: CK^ t + r :t oder 
endlich diridendo CDxFD^txr, weshalb nach §. 9. OEF 
eine Minimaltinie ist. 

§§. G2 und 03. Aufgabe 5 und (>. A^on einem Punkt 
innerhalb eines Ki^o-dscluiitts,, der nicht auf der Achse liegt, 
an denselben eine Minimaliinic zu ziehen. 

§. 62. Aufgabe 5* Bei O der zunächst innerhalb einer Fig. sas. 
Parabel gegebene Punkt, so fälle man das Loth OH auf die 

Achse und schneide von H aus auf dieser das tStiick HP = ~ 

8 

nach dem Scheitel zu ab, errichte in P eiA Loth tmd lege 
durch den Punkt O eine Hyperbel, deren Asyni]) toten 
Achse und das in P errichtete Loth sind. Trifft nun diese 

die Parabel in E, so ist OE die verlangte Minimallinie. Denn 
seien F und G die Schneidungspunkto der verlängerton OE 
mit der Achse und dem in P orrichtetctcn Lotl), ED die Or- 
dinate von E, so ist., weil EG = OF, auch DP = FH oder 

Fi) = flP=rI und foiglich nach $.8. OE eine Minimallinie. 
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Fig.8i6ii&d §. 63. Aufgabe 6. Sei 0 ein innerhalb einer Hyper- 
bei oder Ellipse gegebener Punkte von welchem eine Mini- 
mallinie an den Umfang gezogen werden soll. 

]£an falle das Lotb OH auf die Achse; suche bei der 
Hyperbel auf OH, CH selbst, bei der Ellipse in ihren Ver- 
Isngerungen Punkte / und so dass 

OI:HI=:CK:HK=:t:r, 
ziehe durch / und K Parallelen mit CH und OH, die sich in P 
schneiden, und beschreibe durch den Punkt O eine Hyperbel, deren 
Asymptoten P/ und P/v sind. Trifft nun diese Hyperbel den ge- 
gebenen Kegelschnitt in so ist ÜE die verlangte Minimallinie. 

Man verlängere (JE, bis es die Asymptoten PI, PK in 
M und G, die Achse in F triSt, ziehe die Or^nate ED, welche 
PI vaN schneidet Weil nun nach IL 8. EG = OM, ist auch 
NP:=^MI odw HK^ MN. Da aber 

t±rxt^HOiI0^mxm^FHiDK^CHiCK, 
so folgt durch Addition oder Subtraktion der coiTespondiren- 
den Glieder in den letzten beiden Verhältnissen 

CF:CDz=t±r:t oder dividendo FD\CD = r:t 
und folglich DE eine Minimallinie nach §. 9. und 10. 

§§.64 — 67. Lehrsatz 58— 6L Wenn ein Punkt unter- 
halb der Achse eines Kegelschnitts gegeben ist, dessen Ver- 
bindungslinie mit dem Scheitel einen spitsen Winkel mit der 
Achse bildet; und wenn von diesem Punkt durch die Achse 
entweder nur eine oder keine Minimallinie an den Umfang 
gezogen werden kann, so ist die Verbindungslinie des gege- 
benen Punktes mit dem Scheitel die kürzeste Linie, die von 
ihm an den jenscit der Achse liegenden Theil des Umfangß 
gezogen werden kaini, und von je zwei andern Linien die dem 
iScheitel nähere kleiner als die entferntere. 
Fig. SS6. §. 64. Sei zuerst der gegebene Kegelschnitt eine Pa- 
rabel und ein Punkt O unterhalb dw Achse so angenommen, 
dass die Linie OA einen spitzen Winkel mit der Adise bil- 
det und dass es unmöglich ist, von O durch die Achse eine 
Minimallinie an den üm&ng zu ziehen, so wird behauptet, 
dass, wenn OB, OC beliebige andere von O durch die Achse 
an den ümiang gezogene Linien sind und zwar OB näher 
an OA als OC, OA <: OB <: OC ist. 

Der Beweis stützt sich darauf^ dass die in den Punkten 
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der Parabel gezogenen Minmialliiiien vom Scheitel A ent- 
fernter liegen als die von denselben Punkten nach 0 gehen- 
den Strahlen; was für die gemachten Voraussetzungen sowohl 
dann Statt findet^ wenn das von O auf die Achse gefällte 
Loth OH auf dieser 6in kleineres StUck als das halbe latus 
rectum abschneidet nach §. 49., als auch dann, wenn das ab- 
geschnittene tStück AH :> j iBt und das Loth OH länger als 

die Wage ist nach §.51. 

Sei nun zuerst, wenn es möglich ist, OA = OB und in 
A und B die Tangenten AE nacli oben und BF nach unten 
gezogen ; well nun HAE ein rechter Winkel ist, ist OAE ein 
stumpfer Winkel, und weil die von B gezogene Minimallinie 
entfernter von A liegt als BO und nach §. 27. senkrecht auf 
BF steht, muss Winkel GBF ein spitser Winkel sein; errich- 
tet man also in A ein Loth AG auf OA und beschreibt nut 
OA einen Kreis, so wird, weil AG (L 32.) innerhalb der 
Parabel fällt und eine Tangente des Kreises ist, auch der 
von A ausgehende Bogen des letzteren innerhalb der Parabel 
liegen; bei B aber muss, weil OBF ein spitzer W^inkcl ist, 
also BF innerhalb des Kreises liegt, während es die Parabel 
berührt, der von dort ausgehende Bogen des Kreises ausser- 
halb der Parabel Hegen, mithin muss der Kreis zwischen A 
und B die Parabel in einem Punkt i> schneiden, so dass der 
Theil AD des Kreises innerhalb der Parabel liegt Allein 
wenn in D nach unten zu die Tangente DI an die Paira- 
rabel gezogen wird, f&r den Punkt D dieselben Schlüsse gel- 
ten als für den Punkt B, dass nSmlich der Winkel ODI ein 
spitzer Winkel ist, so muss der mit OD um 0 beschriebene 
Kreis unterlialb D zuerst ausserhalb der Parabel fallen, wäh- 
rend er nach dem Vorigen doch innerhalb liegt. Da er nun 
nicht zugleich innerhalb und ausserhalb liegen kann, so ist 
die Annahme OA = OB falsch. 

Sei zweitens, wenn es möglich ist, OA > OB, Beschreibt 
man wieder mit OB einen Kreis, so muss dieser nach Obigem 

zunächst unter B ausserhalb der Parabel fallen, während er 
OA zwischen O und A in M treffen muss, er muss deshalb die 
Parabel in einem Punkt K so treffen, dass der Tlicil KM des 
Kreises innerhalb der Parabel ^Qlt; zieht man aber in iC nach 

ApoUonius, Kcgolscliuitto 14 
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lintea zu die TaDgente KL an die Parabel, ao bildet diefie 
DAck den §§# 49 und ^1* eineu spitzen Winkel mit OK und 
es milsste aUo, i^mde wie oben am Punkte D geseigf iftt, 
der simäoliBt unter K liegende Theil dee EreiBes sowohl nt- 
neriudb «k amterhalb der Parabel aich befinden, tMis na- 
mögüch nt, folglich iat auch nicht OA^ OM, nnd da Tcrher 
gezeigt ist, dass nicht OA = OB sein kann, so ist bewiesen, 
dass OA<cOB. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass OB <: OC ist. Man ver- 
längere deshalb die Tangente FB über B hinaus bis N und 
ziehe in C nach unten zu die Tangente CN, Weil nun, wie 
oben gezeigt ist, Winkel OBF ein spitaer ist, so Ist sein 
Nebenwinkel OBN ein sinmpfer, dagegen OCN ein spitzer 
ans $. 49. oder 51., nnd es kann folglich für OB nnd 
OC ganz auf dieselbe Weise wie Torher fikt OA und OB ge- 
zeigt werden, dass weder OB ss OCnoch Od>- OCsein kann; 
woraus dann also OB <: OC sich ergiebt und folglich ist die 
ganze Behauptung erwiesen. 

§. 65. Dieselben Eigenschaften können für den Fall, 
dass von O keine Minimallinie durch die Achse gezogen 
werden kann, auf ganz gleiche Weise auch für die Hyperbel 
bewiesen werden, da aus den §§. 50 und 52. sich ergiebt, dass 
die in den Punkten der Hyperbel gezogenen Minimallinien 
vom Scheitel A entfernter liegen als die nach 0 gelienden 
Strahlen und in dem Beweise für die Parabel keine andere 
Eigenschaft derselben als diese augewendet worden ist. 

§, 66. Sei der gegebene Kegelschnitt eine Mlipse, deren 
^ner Quadrant AX ist, und O ein Punkt unter der Halb- 
achse CA, so wird, wenn von O keine Minimallinie an den 
Umfang des genannten Quadranten gezogen werden kann, 
d. h. wenn entweder das durch das Loth OH auf der Achse 

abgeschnittene Stück AH<:^ oder OH> W ist, wiederum 

aus den §§. 50 und 52. folgen, dass die in den Punkten des 

Quadranten AX gezogenen Minimallinien vom Scheitel A wei- 
ter entfernt liegen als die nach O gehenden Strahlen, woraus 
dann auf gleiche Weise wie bei der Parabel gefolgert wird, 
dass unter den von O an den Quadranten AX gehenden Strah« 
ien OA der kürzeste ist 
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Anm. Die volUtiMidige BebancUang d«r b«i dirEllipae emtretenden Fälle 
ftlgt weiter uoteo« 

67. Et soll jetet ftbr die Parabel und HyperVel ge-ng-m 
aeigt werdeo, daiS; auch wenn yon dem Punkt O an diejen- 
seit der Achse liegende Hftlfte des Eegebdiniits eine Ifi- 

nimallinie gezogen werden kann, die Verbindungslinie des 
Punktes mit dera Scheitel die kürzeste unter allen Linien an 
diese Hälfte des Umfangs ist. 

Es ist aus den §§. 50 und 52. zunächst klar^ dass die- 
ser Fall nur dann eintreten kann, wenn das Stück AH grösser 
als das halbe latus rectum nnd das Loth OH gleich der 
Wage IF ist, so wie dass dann die Ton Punkten des Kegel- 
schnitts ausgehenden IGnimallinien yom Sdieitel weiter eaU 
femter sein werden als die nach O gehenden Strahlen, mit 
einziger Ausnahme der nach O selbst gehenden MinimalliniC; 
die natürlich mit dem Stralil zusammenfallt. 

Hieraus kann nun die Kichtigkeit der Behauptung folgen- 
dermasscu gezeigt werden. 

Sei OA der Strahl nach dem Scheitel A, OB die einzige 
mögliche Minimallinie ^ so ist zunächst für die zwischen A 
und B an den Umfang gehenden Strahlen der fiühere Be- 
w^ gl^%7 ^0 ▼oi^ OA entfernteren derselben Iftnger 
sind als die n&heren und OA der kfiraeste ist Es bleibt 
aber noch zu zeigen, dass OB selbst länger ist als die vor- 
hergehenden Strahlen luid dass auch die dann folgenden 
Strahlen immer länger werden. 

Wäre zuerst OB gleich eiiiciu der früheren Strahlen OD, 
so sei OK ein zwischen beiden liegender Strahl; dann ist OK 
linger als 02>; man nehme nun auf OK einen Punkt so 
dass OK^ Oh > OB oder OD, dann muss ein mit Ok um O 
beschriebener Kreis den Kegelschnitt swischen K und B in 
einem Punkt L treffen und es müsste dann also OL kleiner 
als OK sein; was dem früher Bewiesenen widerspricht, da OL 
entfernter von A liegt als OK; es kann also nicht OB = OD 
sein. Wäre zweitens OB kleiner als OD, so sei 6 ein Punkt 
auf OD der Art, dass OD > 06 :^ OB, dann müsste wieder 
der mit Od um O beschriebene Kreis den Kegelschnitt zwi- 
schen D und B in einem Punkt M treffen^ also OM<.OD 
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sein und, da dies uumöglich ist, ist bewiesen, dass OB grösser 
als alle sswischen A und B den Umfuig treffenden Strahlen ist. 

Wir haben ntin sra zeigen, dass OB selbst kleiner ist 
als die entfernteren Strahlen und unter diesen die weiter 
entfernten grösser sind als die nSheren. 

Seien also OB, OF zwei entferntere Strahlen nnd zwar 
OF der entferntere von beiden, so müssen, wenn Ep^ Fr die 
Tangenten in E und F un.ii\\ der dem Sclieitel abgewandten 
Seite zu sind, die Winkel OEp, OFr nacli dem Obigen stumpf 
sein^ also das in E auf OE errichtete Loth Eq und folglich 
auch der mit OE um O beschriebene Kreisbogen innerhalb 
des Kegelschnitts fedlen^ woraus dann ebenso wie in §. 64. 
gezeigt werden kann, dass OE kleiner als OF ist und dass 
also von zwei jenseit OB liegende Strahlen der entferntere 
länger ist als der n&here. Es bleibt zu zeigen, dass OB 
selbst kürzer als alle folgenden ist. Wäre aber zuerst OB 
glcicli einem der folgenden OE und ON ein Strahl zwischen 
beiden, so müsste ON kleiner als OE und OB sein. ^Islu 
nehme daher auf ON einen Punkt v, so dass OB y.^ Ov ^ ON 
ist; dann muss der mit Ov um 0 beschriebene Kreis den 
Kegelschnitt zwischen B und N in einem Punkt P treffen 
und es müsste also OP grösser als ON »ein, was dem firOher 
Bewiesenen widerspricht; mithin kann OB nicht gleich OE 
sein. 

Wäre endlich OB grösser als OBj so sei ß ein Punkt 

auf OB, so dass OB ::r^ O^ : ■ OE , dann müsste der mit Oß 
um O beschriebene Kreis den Kegelschnitt zwischen B und 
E in einem Punkt Q treffen und OQ grösser als OE sein, 
was dem früher Bewiesenen widerspricht ; also ist OB kürzer 
als alle folgenden Strahlen und es ist somit überhaupt für 
Parabel und Hyperbel die ganze Behauptmig bewiesen. 

§§. 68 und 69. Lehrsatz 02 und 63. Unter swei 
von einejm Funkt an eine Parabel oder Hyperbel gehenden 
Tangenten ist diejenige kurzer, deren Berührungspunkt dem 
Scheitel näher liegt. 
t'ig.330uiid §. 68. Sei eine Parabel ADE gegeben und von einem 
ausserhalb liegenden Punkt P zwei Tangenten PD und PE 
an dieselbe gezogen, so ist, wenn D dem Scheitel A näher 
liegt als E, zu zeigen, dass PD <.PE ist 
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Man ziehe DE und von P einen Durchmesser, welcher 
DE in F und die von E an die Achse gezogene Ordinate 
EG in H trifft , so ist nach I. 41. und IT. 30. DF=:EF und 
der Winkel PFD als Scheitelwinkel des in dem rechtwinkligen 
Xhreieck EFH befindlichen spitzen Winkels EFH gleichfalls 
ein gpitier Winkel, abo PFE ein stumpfer Winkel, nnd da 
nun die beiden Dreiecke PFD, PFE zwei Seiten gleich und 
die eingeschlossenen Winkel ungleich haben, so ist bewiesen, 
dass PD<:PE ist 

§. 69. Sei zweitens der gegebene Kegelschnitt eine Hy- pig. 332 und 
perbel, so ist unter Beibehaltung der obigen Construction 
und Bezeichnung der Winkel EHF als Aussenwinkel des 
rechtwinkligen Dreiecks CHG nothwendig ein stumpfer, mit- 
hin der Winkel EFH und folglich auch sein Scheitelwinkel PFD 
ein spitaer Winkel, worauf denn der übrige Theil des Be- 
weises unverändert wie oben angewendet werden kann. 

Anm. Es eriiellt leidit, üu»^ wenn P sieh iwiachen der TBOgente im ^ 
Scheitel A nnd dem Ke<:elschnitt befindet, beide Tangenten PZ> und FE die- 
selbe ffiUfte des Kegelschnitts berühren, wenn dies dagegen nicht der Fall ist^ 
80 liegen die Berührnnfrspuulite D und E auf verschiedenen Seiten des Schei- 
tels und dann ist deijenige von beiden A näher, der mit F auf derselben 
Seite der gi-ossen Achse Hegt. 

§. 70. Lehrsatz 61. Wenn an zwei Punkte eines 
Quadranten einer Ellipse Tangenten gezogen und bis zu 
ihrem Scbneidungspunkt verlängert werden, so ist diejenige 
der beiden die kttnere, deren Berührungspunkt dem Scheitel 
der grossen Achse nSher liegt. 

Seien PD, PE Tangenten der erwtthnten Art, D demn«. s»l 
Scheitel der grossen Achse nfther als E und CD, CE, CP 
gezogen, welche letztere DE in F durchschneidet, so ist nach 
II. 30. F die Mitte von DE und nach §. 11. CD länger als 
CEf mithin Winkel DFG ein stumpfer, also sein Nebenwin- 
kel PFD ein spitzer Winkel, woraus leicht folgt, dass PD 
kleiner als PE ist 

§.71, Lehrsatz 05, Wenn an jeden der heiden Qua- 
dranten einer durch die grosse Achse gehOdeten Ellipsen- 
hälfte Tangenten gezogen und his zu ihrem Durch schnitts- 
punkt verlängert sind, so ist diejenige die längere, deren 
BerüJirungspunkt die längere Ordinate hat. 

Seien in zwei Punkten D, E, die auf den beiden Qua- Fi«, m 
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dranten einer Ellipsenhälfte ADEB Hegen, Tangenten gezo- 
gen, die sich in P schneiden, und angenommen, dass die 
Ordinate DG kürzer ist ah die Ordinate EHf so ist zu zei- 
gen, dass PD kürzer ist als PE. 

Man ziehe CD, CE, CF, ED, weiche leteteren Linien 
sich in F kreuzen, ferner in E eine Parallele mit der grossen 
Aefase, die die Ellipse zun sweiten Male in / triffk, ziehe 
CI nnd die Ordinate IK. Kun ist, weil SHssIK nnd 
EH>DG, auch IK>DG und folglich nach §. 11. CD> CI, 
alßo anch CD CE, und folglich, da F nacli II. 30. die Mitte 
von DE ist, Winkel CFD ein stumj)fer und PFD ein spitzer 
Winkel, worauf sich aus dem Dreieck PDE leicht ergieht, 
dass PD kürzer als PE ist. 

§. 72. Lehrsatz 66. Wenn auf einer Seite der Achse 
einer Parabel oder Hjperbel ein Punkt angenommen wird, 
von welchem aus durch die Achse zwei Minimallinien an 
den Umfeng gezogen werden kennen, so ist ^ejenige der 
liiieiden, die deni Scheitel am nllchsten liegt, die ISngste aller 
Linien, die zwischen dem Scheitel und der andern Minimal- 
linie von dem Punkt an den Umfang gezogen worden kön- 
nen, und von den übrigen in diesem Kaum befindlichen Strah- 
len ist der dem längsten nähere grösser als der entferntere 
(wobei jedoch nur die auf einer Seite des längsten Strahles 
liegenden mit einander Terglichen werden kOunen). Die an- 
dere Minimallinie aber ist kttrser als aDe entfernter rem 
Scheitel an den Umfang gezogenen Strahlen, unter welchen 
gldchfalls die weiter entfernten länger sind als die nlfteren. 
Fig. 336. Sei eine Parabel oder Hyperbel AEF und unterhalb der 
Achse ein Punkt 0 gegeben, von welchem durch die Achse 
hindurch zwei Minimallinien OB, OC an den Umfang gezo- 
gen werden können, und 0.6 dem Scheitel iiälier als OC, so 
ist zu zeigen, dass unter allen zwischen A und C an den 
Umfang gehenden Linien OB die längste ist und dass Ton 
zwei zwischen B und C an den Umfang gdienden Linien die 
OB nähere OD länger ist als die entfemtm OE, femer dass 
OC kürzer als alle folgenden Linien ist. 

Man ziehe von 0 auf die Achse das Loth OH, femer 
in B, D, E Tangenten, deren mittlere die beiden andern in 
Gf J trifft, verbinde OG, OL Aus den Sätzen 49 --52 leuch- 
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tet nun zimächBt ein, dasB die Minimallinien von den Punkten 
zwischen B und C dorn Scheitel A näher liegen als die von 
denselben Punkten nach O gehenden Strahlen und also die 
Winkel DDG, OEI stumpf sind. Es ist nun, da Winkel OBG 
MD rechter Winkel ist, OG» = OB^ -f BG^ , und da ODG 
Btmnpf ist, OG^ > OD^ + DG^ also OB* + BG* > OD^ 
+ DG^f nnd da in §§. 68. und 69. dargetham ist, dafts BG 
<DG, 80 ist desto mehr OB* > OD* oder 0J9> OD. Auf 
l^leicfae Weise ist, weil ODI ein spitser, OEI ein stnmpfer 
Winkel ist, O/2 < OD« + D/« und OP > OE^ + £/-, also 
0Z)2 -I- :> 0J5;a + EI^, und da wieder nach §§. 68., 69. 
DI<:ET, so ht desto mehr OD^ > OE^ oder OD <c OK 
In Betrei* der zwischen J3 und C liegenden Strahlen ist somit 
die Behauptung erwiesen. Für die zwischen B und A und 
•die jenseit C liegenden Strahlen folgt ans den Sätzen 49 — Ö2., 
dass die in ihren Endpnokteii gezogenen Hinimallinien vom 
Scheitel wMter abliegen als die Strahlen selbst, woraus gerade 
wie in §. 64. gefolgert werden kann, dass sowohl die Strah- 
len Ton OA big OB, als auch die jenseit C auf einander fol- 
genden Strahlen an Länge zuiicliraen, je iiiclir sie sich von 
OA oder OE entfernen. Mithin Ist die Behauptung erwiesen. 

§. 73. Lehrsatz 07. Wenn unterhalb der grossen Achse 
einer Ellipse nnd zwar nicht auf der kldnen Achse oder 
ihrer Verlängenmg ein Punkt angenommen wird, von dem 
dnrch die Achse nur eine Minimallinie gesogen werden kann, 
so ist dies die Ittngite unter allen von dem angenommenen 
Funkt durch die Adise an den Umfang gehenden Linien 
und jede ihr nShere Linie länger als die entferntere; die 
kürzeste aller dieser Linien ist die Verbindungslinie des ge- 
gebenen Punktes mit dem zunächst gelegenen Scheitel der 
grossen Achse. 

Sei O ein Punkt unter der grossen A(^e einer Ellipse, Tig; nr. 
von welchem durch diese hindurch nur «eine Minimallinie an 
4w Umfang gezogen werden kann, so muss diese nach §. 55. 
diejenige Hftlfle CB der grossen Achse tr^en, welche das 
von O gelllUte Lodi OH nicht trifft. Sei also OB diese Mi- 
nimallinie, A der zunftchst O gelegene Scheitel, so ist zu 
a^geu; dass die von O ausgehende!? Strahlen von OA bis OE 
a# i^g^ zuiieluneu und von OE bis OB wieder abnehmen. 
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Sei D der Scheitel der kleinen Acbse in der Ellipsen- 
hälftc AEB und zwisclien OA und OD die Stralilen OF, OG, 
zwischen OD und OE die Strahlen 0/, OL, zwischen OE und 
OB die Strahlen GM, ON in der genannten Ordnung so wie 
in den Punkten A, F, G, D, J, L, E. M, N, B die Tangenten ge- 
zogen, die der Beihe nach in den Punkten a, t, X» c, /yi, y 
zusammentreffen. 

Nun ist zunächst im g. 52. erwiesen, dass die yon Punk- 
ten .der Ellipse swischen A und D ausgehenden Minimallinien 
entfernter vom Scheitel A liegen als die von denselben Punk- 
ten nacli O gehenden Strahlen und dass also die Winkel 
OFa, 0G4>f OD^/ spitz und OAa, OFip, OGy stumpf sind, woraus 
gerade wie in §. 64. gezeigt werden kann, dass OA<.OJ^ 
<:OG<OD ist. 

Für die zwischen D und E fallenden Punkte ist aber 
leicht zu erweisen, dass die von ihnen yansgehenden Minimal- 
linien ebenfaUs entfernter vom Scheltd Ä fidlen als die nach 
O gehenden Strahlen; denn ist Q der Durchschnitt von OB 
mit der kleinen Achse, so gehen von Q zwei Minimallinien 
QD, QE an die Ellipse und für die zwischen D und E lie- 
genden Punkte müssen nach §. 45. die Minimallinien dem 
Scheitel B näher, also natürlieli dem Scheitel A entfernter 
liegen als die nach Q und also desto mehr als die nach O ge- 
henden Strahlen. Hieraus folgt, dass die Winkel 0/d, OLi 
spitze, die Winkel ODd, OL stumpfe sind und OJEX ist ein 
rechter Winkel, und da ausserdem nach §. 70. dl^dl, il>iL, 
X£r> XE, so ist ähnlich als frOher Oi* > OD* + Dd* und 

<: 07» -i- /o ^ , also OD» + Dd^ < 07» -|- m und desto 
mehr OD^- <: O/2 und auf ganz gleiche Art 01^ <: OL^, 
OL^ ^: 0^2 , also OD <: Ol <: OL <: OE. 

Dass endlich unter den zwischen E und B an den Um- 
fang gehenden Strahlen OE der längste und 0M> 0N> OB 
ist, wird genau ebenso als in §• 64. und 67. geschehen ist^ 
bewiesen, und da OA ktbrzer als OB ist, so ist die ganze 
Behauptung erwiesen. 

§. 74 Lehraats 68. Wenn unterhalb der grossen Achse 
einer Ellipse ein Punkt angenommen wird, von dem nur zwm 
Minimallinien durch die Achse an den Umfang gezogen wer- 
den können, so ist diejenige der beiden, welche die kleine 
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Achse durchschneidet, der längste unter allen von dem Punkt 
durch die Achse an den Umfang gezogenen Strahlen und 
an jeder Seite derselben der näher gelegene Strahl länger 
als der entferntere; der kürzeste aller Strahlen aber ist die 
Verbindungslinie des gegebenen Punktes mit dem «mächst 
gelegenen Scheitel der groesen Achse. 

8tt O ein Punkt unterhalb der grossen Achse einer itg. ass. 
Ellipse; Ton welchem swei Minimallinien OE, OF durch die 
Achse an den Umfang gezogen werden kdnnen, so ist suerst 
einleuchtend, dass 0 nicht auf der kleinen Achse liegen kann, 
da sonst ausser dieser Achse selbst entweder keine oder noch 
zwei einander gleiche IMinimallinien ausgehen müssten, was 
gegen die Annahme ist. Trelfe also das Loth OH von 0 
die Halbachse CA in H, so folgt femer aus §. 55., dass von 
O durch die Halbachse CB eine und nur eine Minimallinie 
ges<^en werden kann; soll also ausserdem nur noch eine 
andere möglich sein^ so mnss, wie leicht ans §. 49. und §. 52. 
folgt, AH grösser als das halbe latus rectum und OH gleich 
der Wage sein, da sonst entweder zwei oder keine Minimal- 
linie durch die Halbachse CA gehen würden; es sei nun OE 
die durch CB, OF die durch CA gehende Miiiiinallinic, dann 
folgt aus §. 52., dass sowohl in den Punkten zwischen A und 
F als in denen zwischen F und dem Scheitel D der kleinen 
Achse die Minimallinien vom Scheitel A entfernter liegen als 
die nach O gehenden Strahlen, woraus dann gerade wie in 
$. 64 gefolgert werden kann, dass, wenn OG, Ol Strahlen 
zwischen OA und OF, OK und OL solche sinschen OF und 
OD sind, sowohl OA<zOG<:Ol als OK<iOL ist, dass 
aber OF < OK ist, wird wie in §. 67. gezeigt. Endlieh für 
die an den Quadranten DB gehenden Strahlen wird ganz 
wie im vorigen Satz bewiesen, dass OE der längste von 
allen ist und die an beiden Seiten von diesem femer gele- 
genen Strahlen kürzer sind als die nfiheren; da nun OA <C OB 
ist, so ist die Behauptung ▼oUstSndig erwiesen. 

§• 75. Lehrsats 69. Wenn unterhalb der grossen und 
nicht auf der kleinen Achse emer £llipse ein Funkt ange> 
nommen wird, von welchem drei Minimallinien durch die grosse 
Achse an den Umfang gezogen werden können, so ist die- 
jenige derselben^ die durch die dem Punkt abgewandte Halb- 
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achse geht, der längste unter allen von dem Punkt an den 
Umfang gellenden Strahlen, die zwischen dem entfernteren 
Scheitel und der mittleren Minimallinie liegen , und von den 
übrigen in diesem Baum befindlichen Straiilen an jeder Seite 
der Ton dem Ifiogsten estfemtere kürzer ab der nähere; 
Yon den zwischen der mittleren MinimalHme nnd dem 
nSfaeren Scheitel an den Um£uig ijefogenea Staüilen 
aber iet dia dritte Minimallfaie der lüngete und ou Mden 
Seiten die entfernteren Strahlen kilrser ab die nVliereiL Von 
den erwähnten beiden Maximis aber igt das ersterwiliBjle 
das grössere. 

rif . 33f>. Sei O ein Punkt unterhalb der grossen Achse einer 
Ellipse, von welchem drei Minimallinien OE, OFy OG durch 
die Achse AB an den Umfang gezogen Wehrden können, und 
zwar OE durch die dem Punkt O abgewandte Halbachse CB, 
die beiden andern durch CA, so iat an aeigeni daea OQ daa 
Maximum der awiidien B und F, OG daa Marimum dar 
awbchen A und F an den üm&ng gezogenen Stnfelen 
und dasfl 0B> OG. 

In Bezug auf die zwischen A und F an den Umfang 
gezogenen Strahlen kann gerade, wie oben im §. 72. bei Pa- 
rabel und Hyperbel geschehen ist, bewiesen werden, dass OG 
der längste ist und von je zwei andern der entferntere ktir-- 
aer als der n&here ist, da ja die in den Punkten des Uoa* 
ftuigs geaogenen MinimaUinien dieaeiben £igen8ehfll%e& haVoi 
ab bei Parabel und Hjp^bel, d. h. awiadran A und G toü 
6<dieitei A entfernter ab die Strahlen, awiiehen G wmi F 
aber demadben nfther liegen; daea aber unter den vmadiMB. 
ÜF und OB liegenden Strahlen OE der längste ist und die 
\an beiden Seiten von ihm weiter abliegenden Strahlen an 
Grösse abnehmen, folgt ganz wie beim vorigen Satz. Es 
bleibt sonach nur zu zeigen , dass OE > OG und das kann 
folgendermassen geschehen. S^en GJ^EMdke Ordinalen Ten 
G und E, L und N die DorchBchnittBpunkte Ton OG und QE 
mit ABf GP eke Parallele von G mit der Achaa, dfts die 
Ellipse Eum nwdten Male in die verüngerte OM in Q 
trifft, endlich PR die Ordinate yon P. Wdl nun OG and 
QE Miuinialliuien sind; so muss nach §. 15. 
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CI:IL^CM:NM—iir, mühin 
HT :JL<: HM : NM oder äxvideaäo 

HLiIL<:^HN\NM oder also auch HO:GI<:HO:EM 
sein und folglich ist GI>EM, Weil aber GQ < QP ist, ist 
auch OG ■< OP und nach dem oben (xezeigten, weil FR > EM, 
auch 0P< OE, mithin muss OG < OE sein und ist die ganze 
Behauptang -erwiesfii. 

§. 76. LebrsatE 70. Wenn von einem Punkt auf der 

kleinen Achse einer EllipBe oder deren Verlängerung durch 
die grosse Achse hindurch ausser der kleinen Achse selbst 
keine Minimallinic gezogen werden kann, so ist der erwähnte 
Theil der kleinen Achse selbst der längste unter allen von 
dem erwähnten Punkt durch die grosse Achse hindurch an 
den UmÜBuig zu ziehenden Strahlen und auf jeder Seite der 
entferntere Strahl ktlrser als der nBhere. 

Sei der Punkt O auf deir verlängerten kleinen Halb-ns. m, 

achse DC dergestalt angenommen, dass von 0 ausser OD 
keine andere Minimallinie an den Umfang ADB gezogen 
werden kann, so ist zu zeigen, dass OD der längste unter 
allen von 0 an ADB gehenden Strahlen ist. Nach §. 53. 
Hegen aber die in Punkten zwischen A und D gezogenen 
Minimallinien vom Scheitel A weiter entfernt als die von 
denselben Punkten nach O gehenden Strahlen, woraus gerade 
wie in §. 72* geseigt werden kann, dass die Strahlen von 
OA bis OD an Llbige zunehmen; und ebenso ist es auf der 
andern Seite. 

§. 77. Lehrsatz 71. Wenn von einem Punkt auf der 
kleinen Achse einer £llipse oder deren Yerlängeyrung auf 
jeder Seite eine ICnimallinie durch die grosse Achse hin- 
durch an den Umfang gezogen werden kann^ so ist jede 
dieser Minimallinien der ISngste unter den von O an densel- 
ben Quadranten gezogenen Strahlen und auf jeder Seite die 
diesem Maximum näheren Strahlen länger als die entfernteren. 

Sei 0 ein Punkt auf der verlängerten kleinen Halbachse Fig. S40. 
DC, von welchem durch die grosse Halbachse CA hindurch 
dne Minimallinie OE an den Umfang gezogen werden kann, 
so ist an zeigen, dass OE das Maximum der zwischen OA 
und OD «n den Umfang gehenden Strahlen ist. 
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Da ODy OE zwei Tom Punkt O ausgehende Minimal- 
linien sind, so werden nach §. 45. ftlr die zwischen A und 
E liegenden Punkte der Ellipse die Minimallinien vom Scheitel 
A weiter ahliegen als die nach 0 gehenden Strahlen , für 
die Punkte zwischen E und D dagegen werden sie näher 
an A üegen ab die letzteren und folglich wird die Be- 
hauptung gerade so wie in §. 72. an erweben sein. 
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Sechstes Buch des ApoUonius yon Peorga 
über K^elschnitte. 



ApoUonius grüsst den AUalus. 

Ich schicke Dir das sechste Bach der Kegelschnitte, 
welches Sätse Uber die Congmenz und Aehnlichkeit der 
Kegelschnitte nnd der Segmente derselben enthält, sowie 

einiges Andere, das jneine Vorgänger übersehen haben. 
Insbesondere findest Du in diesem Buche beschrieben, wie 
ein Sclinitt, der einem gegebenen congrueut ist, in einem ge- 
gegebenen geraden Kegel erhalten werden kann und wie 
ein gmder Kegel bestimmt werden kann, der einem ge- 
gebenen ühnlich ist und einen gegebenen Kegelschnitt ent- 
hslt Diese Dinge habe ich etwas TollstSndiger und klarer 
behandelt, als die yor mir darüber geschrieben haben. 
Lebe wohl. 

ErklärangeD« 

1 ) Zwei Kegelschnitte heissen congruent, wenn einer von 
ihnen so auf den andern gelegt werden kann, dass sie 
einander Uberall decken. 

2) Zwd Kegelschnitte heissen ähnlich, wenn die ent- 
sprechenden Ordinaten derselben sich wie die zage- 
hörigen Abscissen verhalten. Entsprechende Ordinaten 
heissen aber diejenigen, deren zugehörige Abscissen 
sich wie die latera recta der Kegelschnitte verhalten. 

3) Die Gerade, welche einen Abschnitt eines Kreises 
oder eines Kegelschnitts begränzt, heisst Basis oder 
Orundlinie des Segments. 
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4) Die Gerade, welche die der Grundlinie parallelen Seh- 
nen eines Segments halbirt, heisst der Durchmesser 

des Segments. 

5) Der Fmikt des Kegelschnitts, den der Durchmesser 
eines Segments triiSt, heisst der Scheitel des Segments. 

6) CoDgruente Segmente heissen solche, die mit ihren 
gleichen Grundlinien so auf einander gelegt werden 
können, dass sie sich vollständig decken. 

7) Achnliche Segmente lieisseu solche, deren Durchmesser 
gleiche Winkel mit den Grundlinien bilden und in 
welchen entsprechende Ordinalen sich wie die Durch- 
messer der Segmente verhalten. Entsprechende Ordi- 
naten heissen aber solche, welche die Durchmesser 
nach gleichem Veriiältniss theilen. 

8) Man sagt, dass ein Kegelschnitt in einem Kegel ent- 
halten sei, wenn entweder der ganze Schnitt in der 
Oberfläche des Kegels zwisclicn dem Scheitel und der 
Grundfläche oder der ganze Schnitt in der Erweiterung 
der Kegelfläclie unterhalb der Basis oder endlich wenn 
ein Theil des Kegelschnitts oberhalb der Basis in der 
Kegeloberfläche, ein anderer Theil unterhalb in der * 
Erweiterung der Kegelfläche liegt 

9) Gerade Kegel heissen ähnlich, wenn ihre Achsen sidi 
wie die Durchmesser ihrer Grondfläohen yerhahen. 

10) Das zu einer Achse oder einem Durehmesser gehörige 
. Rechteck ist das Rechteck aus dem zugehörigen latus 
transversum und latus rectum. 

§. 1. Lehrsatz 1. Wenn hei zwei Parabeln die zu den 

Achsen gehöriG:en latera rccta glcicli sind, so sind die Para- 
behi congruent niid bei congruenten Parabeln sind die zu 
den Achsen gehörigen latera recta gleich. 

Sind DAf da zwei Piirabeln, EA, la ihre. Achsen und 
AL,aK die augehdrigen latera recta, welche einander gleich . 
sind, so wird behauptet, dass die Parabeln congruent sind. 

Fig. 341 a Seien AE, as zwei gleiche Abscissen, DE, es die zugehö- 
rigen Ordinaten, so ist nach I. 11. DE^ = AE - AL, ds^ = ae 
• ciX und da die Seiten der Rechtecke einzeln gleich sind, ist 
auch jE>£ss df ; wird also die zweite Parabel mit ihrer Achse 



t 

Digitized by Google 



223 , — 



de aaif die Achfee AE der ersten Parabel gelegt, so muss aucli 
der Punkt d auf den Punkt D fallen, uud da das von allen 
Puiktok dar Parabeln in gleicher Weise gih> so ist bewie- 
iriA, dass diese- coiigraent sind« 

Umgekehrt; wenn die Parabeln eongment smd, Also DE 
AJBsss ttM, leuchtet tos selbst ein, dass auch AL =s ak 

MB BI1I8S% 

§. 2. Lehrsatz 2. Wenn die zu den Hauptachsen ge- 
hörigen Rechtecke zweier Hyperbeln oder Ellipsen congruent • 
sind, so sind auch diese Schnitte selbst congruent, und iiiii- 
gekehrt bei congruenten Schnitten sind auch die zu den 
Hauptachsen gehörigen Rechtecke congruent. 

Seien bei zwei Hyperbeln oder Ellipsen sowohl die Fig. sim 
Hauptachsen AS und aß als ihre augehörigen latera rectaF"g. 343» 
ALfOk gleich, so wird behauptet , dass die Schnitte con- 
gruent sind. 

Man nehme auf den Achsen vom Scheitel A ab zwei 
gleiche Abscissen AE und as, ziehe in E und e die Ordinaten 
ED und cd und die Linien BL,ß\, bis sie die in E und e , 
errichteten Lothe in F und <j) schneiden; weil nun BA^ 
ßa, AL = aK, ist das A BAL congruent dem /\ gaX, mithin 
/ .0 =a / Da nun aber auch SE= ße, muss das ^BJEF 
ooDgment dem A^M* also BF^ sein; nach L 12 und 13. 
ist aber DB^ 3= AB'EF, de' = ete • c(^; und da nun die ein- 
»elsen Seiten der Rechtecke gleich sind, müssen auch Ihre 
Inhalte gleich sein und folglich DE=ds, Legt man also 
die Hyperbeln oder Ellipsen mit iliren gleichen Acli>^eii auf 
einander, so fällt der Punkt d des einen Kegelschnitts auf 
den Punkt D des andern und überhaupt jeder Punkt des 
einen auf einen des andern^ d. Ii. die Kegelschnitte sind 
congruent. 

Sind aber sweitens die Schnitte congruent; so ist zu 
xeigeU; das sowohl die Hauptachsen BA,ßa als die zugehö- 
rigen latera recta AL und ak gleich sind. 

Seien übrigens unter Beibehaltung der obigen Figuren 
und Bezeichnungen noch zwei andere gleiclie Abscissen AK, 
cfK abgesclinitten und die zugehörigen Ordinaten KT, kl ge- 
zogen, die verlängert BL und ß\ beziehlich in M und jm tref- 
feiiy und von L und X die Lothe LG^Xy auf EF^u^, von F 
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und (/j (He Lothe FN, (/>v auf KM, xu gelallt. Weil nun DE^ ' 
= ist auch AE • EF = ouj e^», und weil IK^ = «c^, auph 
AK 'KM = ax'XfA'j da aber sowohl AE = ae als AK=. ax, 
miiBS EF=:zi^ und KM= xfi und auch die Differenzen £!/C 
= fx, MN^fAv sein, also ist /\FNM congruent dem 'A^w** 
Sipd nun aber die Winkel lüFATi fii^y gleich, so sind es anch 
ihre correspondirenden Winkel FLG, (\>\yj und da ausserdem 
LO = Xy, ist /\ LGF congruent dem /\ \y<\), also auch GF 
• ='y<p, und da EF — z(\>, müssen auch ihre Differenzen oder 
Summen AL und u.\ gleich sein^ dann sind aber auch die 
Dreiecke jL-4j^, Xaß congruent und folglich ^ = aß; also ist 
die Behauptung erwiesen. 

Aiim. Es leuclitet ein, dass auf gleiche Weise als in diesen Sätzen ge- 
schehen ist, f^ez'ei'^'t werden kann, dass zwei Parabeln congruent sind, wenn 
die Winkel /.MisciiL-n einem Durchmesser und den zugehörigen Ordinaten SO 
wie die zu diesem Durchmesser gehungcn latcra rccta gleich sind. 

Ebenso dass zwei Hyperbeln oder Ellipsen congruent sind, wenn die Win- 
kel nrbehen einem Darchmesser nnd den zugclujiigen Ordinalen gleich und 
die sa dieaem Darchmesser gehörigeii Rechtecke con^uent sind. 

§. 3. Lehrsatz 3. Eine Ellipse kann niclit mit einer 
Parabel oder Hyperbel congruent sein, weil sie gesclilossen ist, 
während diese sich in's Unendliche fort erstreckt, aber auch 
eine Parabel kann nicht mit einer Hyperbel congruent sein. 
Fig. &Ma Sei; wenn es möglich ist, FDA eine Parabel, eine 
Hyperbel, die so auf einander gelegt werden könnten, dass sie 
sich decken, und auf den Achsen AG,ay zwei Paar sich deckende 
Ordinaten FG und <f)y, DE und ^ errichtet , und sei aß das 
latus transvcrsum der livperbcl. Xun muss nach 1. 20. 
DE^ : FG^ == EA : GA und nach 1. 24. oe-^ : <py^ = ^^a . . ya-yß, 
also, diiDE=6E, FG = (^yj EA = sa, GA = ya, müsste 
6j3 = yß sein, was unmöglich ist, also kann eine Parabel nicht 
den Scheitel der Hauptachse mit einer Hyperbel gemein haben 
und ausserdem noch in zwei andern Punkten auf derselben 
Seite der letzteren gleiche Ordinaten mit der Hjperbel haben, 
und also nicht mit derselben congruent sein. 

§§. 4 und 5. Lehrsatz 4 nnd 5. Jeder Durchmesser einer 
Ellipse tlieilt dieselbe in zw^ei congruente Theile. 
Fig. 345. §. 4. »Sei zuerst behauptet, dass die grosse oder kleine 
Achse AB einer Ellipse dieselbe in congruente Hälften theilt 
Man nehme einen Punkt F im Umfieuag der, Ellipse, ialle von 
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ihm die Ordinate FE an die Aclise und verlängere FEj bis 
sie den Umfang zum zweiten Male in D trifft, so ist, wie 
bekannt, FE = ED] legt man nim die eine Hälfte AFB der 
Ellipse auf die andbife^ so dass A auf A, B auf B Wli, bo 
wird wegen Gleicheit der Winkel bei E auch FE anf ED 
und der Punkt F auf den Punkt D fallen, also sind, da dies 
▼on allen Punkten des ümfangs AFB gilt, die beiden Häl- 
ften AFByADB congruent. 

§. 5. Es ist zweitens zu zeigen, dass auch ein beliebi- ng. S46. 
ger Durchmesser FG einer Ellipse dieselbe in zwei cou- 
gruente Thcile theilt 

Man ziehe die Achsen ABj DE, so dass F in dem Qua- 
dranten AD, G in BC liegt, fälle von F und G die Ordinaten 
Fjff, GK an die Hauptachse und verlängere erstere, bis sie 
die Ellipse zum zweiten Male in 1 schneidet. 

Da nun nach §. 4. AFDB congruent AEGB und auch 
DAE conorueiit EBD Ist und da, well CG = GF, auch CK 
— eil und HA = BK ist, so ist sowohl das Stllck AITF con- 
gruent mit AHl als dieses Stück AHJ congruent BKG , also 
^/iF congruent i^iCG ; da aber auch ACF^ congruent /\CGK 
ist, folgt, dass der Sector CFA congruent dem Sector CGB ist. 
Der Quadrant ACE ist aber femer congruent SCD durch 
zweimalige Anwendung von §. 4. und da auch der Quadrant 
ACD congruent mit ECB ist und schon ' bewiesen ist, dass 
FCA congruent GCB, so muss auch der Rest, nämlich der 
Sector DCF, congruent dem Sector ECG sein; mithin ist be- 
wiesen, dass das Stück FAEG congruent ist dem Stück GBDF. 
q. e. d. 

§. 6. Lehrsatz 6. Wenn irgend ein Theil eines Ke- 
gelschnitts auf einen andern so gelegt werden kann, dass sie 
sich decken, so sind auch die ganzen Schnitte congruent. 

Dieser Satz ist derselbe als der im §. 24. des vierten 
Buches enthaltene, und da auch der Beweis mit dem dort ge- 
gegebenen übereinstimmt, so kann dieser dort nachgesehen 
werden. 

§. 7. Lehrsatz 7. Wenn bei einer Parabel oder Hy- 
perbel Ordinaten an die Achse gezogen und über dieselbe 
hinaus bis an den Kegelschnitt verlängert werden, so sind 
die auf beiden Seiten der Achse durch irgend zwei Or- 

Apolloniiu, KAgoUobiiUt*« 15 
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dinaten und ihre Verlängerungen entstandenen Carvenab- 
Bclinitte congment; aber nichl congruent mit irgend einem 

andern Theile des Kegelsclmitts. 
Fig. U7. Sei AH die Aclise einer Parabel oder Hyperbel, DE, GH 
Ordinaten an dieselbe, die verlängert den Kegelschnitt in 
I treffen, so ist zu zeigen, dass die Abschnitte AD und AF, 
DG und FT congruent sind, dasB aber einer dieser Abschnitte 
z. B. FJ mit einem andern Theil KL des Schnitts sich nicht 
decken kamL 

Dass die l^eile AF und AD, FI und DG auf einander- 
fallen, wird gerade wie in §. 4. gezeigt, denn da die Ordi- 
naten auf beiden Seiten der Achse rechte Winkel bilden und 
gleich lang sind, so ist einleuchtend, dass, wenn der Theil 
AFI auf ADG gelegt wird, sowolil F auf D und / auf G 
als die dazwischen liegenden Theiie des Um^euigs auf ein- 
ander fallen. 

Könnte aber das Stück FI des Kegelschnitts sich mit 
einem andern Theil LK auf der andern Seite decken , so 
mttssten nach vorigem Satz auch die über diese Segmente 
hinausfaSenden Theile der Kegelschmtte congruent sein, also 

der Theil IFA auf LK und seine Verlängerung und der 
Punkt A auf einen andern Punkt des Umfangs als A selbst, 
also auch die Linie AH auf eine andere Linie als AH fallen, 
mithin müsste-die Parabel oder Hyperbel zwei verschiedene 
Achsen haben, was nach II. 48. unmöglich ist« Also kann 
ein Theil FI eines Kegelschnitts mit keinem andern als dem 
ihm gerade gegenüber auf der andern Seite der Ellipse lie- 
genden zusammenfallen. 

§. 8. Lehmaiz 8. Wenn bei einer filKpse Ordinaten 
I an die grosse oder kleiiu' Achse gezogen und über dieselbe 
hinaus bis an den Umfang verlängert werden, so sind die 
zAvischen zweien derselben auf beiden Seiten der Achse lie- 
genden Abschnitte unter sich congruent; ebenso ist jeder 
derartige Abschnitt congruent mit dem auf der andern Seite 
des Mittelpunkts zwischen Ordinaten ^ die gleichen Abstand 
von diesem haben, gelegenen. Ausserdem aber ist ein sol- 
cher Abschnitt mit keinem Theile der Ellipse congruent 
Flg. S4s. Seien AB, DB die Achsen einer Ellipse, GIH, KLM Lothe 
auf der Achse AB auf derselben Seite des Mittelpunktes in 
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den Entfernungen CI,CL] desgleichen ^ei}, xXfi Lothe Mif der 
endem Seite des Ißttelpnnkts in den Absländen Ct, CK, so 

dass CI= Cl, CL=Ck, so ist zu zeigen; dass KG congruent mit 
MH so wie mit xy oder mit /uy) ist, aber nicht mit irgend einem 
andern Theile xy des Umfangs. Dass nun der Bogen KG con- 
gruent MH und MH congruent fXYj und juwj congruent xy ist, • 
folgt durch wiederholte Anwendung von §. 4. Wäre aber 
KG noch mit einem andern Theil des Umfangs congruent, 
so müssten nach §. 6. auch die Yerlüngernngen von KG mit 
den VerlSngerungen von zusammen &llen, mithin müsste 
der Punkt A auf einen andern Punkt des Umfangs als auf 
den Punkt B fallen und sonach hätte die Ellipse zwei ver- 
verscliiedene grosse oder kleine Achsen, was nach IL 48. 
unmöglich ist. Folglich ist die Behauptung- erwiesen. 

§. 9. Lehrsatz 9. In cougruenten Kegelschnitten decken 
sich Bogen, welche von den Scheiteln der Hauptachse durch 
gleiche Bogenstlicke getrennt sind, s<^che aber, bei denen 
dies nicht der Fall ist, können nicht zur Deckung gebradit 
werden. 

Sind AEFj aE<^ congruente Schnitte und EF, zwei Bo- 
gen derselben ; deren correspondirende Endpunkte E und £ 
um gleiche Bogen AB, as von den Scheiteln A und a abstehen, 
so ist einleuchtend, dass, wenn der Schnitt ae^» so auf AEF 
gelegt wird, dass die gleichen Bogen AE und ac sich decken, 
auch die Stücke EF und £<j) auf einander liegen; wenn also 
der Bogen EF mit einem andern Theile ^ des andern Ke- 
gelschnitts sich decken könnte, so mtlsste der Bogen auch 
congruent ^ sein, was gegen die beiden vorigen Sätze ist 

§. 10. Lehraatx 10. Wenn zwei Kegelschnitte nicht 
congruent sind, so kann nicht ein Theil des einen sich mit 
irgend einem Theil des andern ilecken. 

Dieser Satz ist nur die TTmkehrung von §. G., denn da- 
nach müssten, wenn ein Theil des einen Kegelschnittes mit 
einem Theil des andern congruent wäre, auch die ganzen 
Schnitte congruent sein, was gegen die Annahme ist* 

g. 11. LehrsatE II. Alle Parabeln sind unter einander 
ähnlich. 

Seien AEFH, tu^ zwei Parabeln, AL und ttk ihre latera ng. w 
recta und AD, ad irgend zwei Abscissen, die sieh wie AL : aX 

15* 
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verhalten, seien ferner B und C irgend zwei Punkte auf ADf 
und ß,/ solche Punkte auf ad, dass AB : aß = AC : ay^AD : ad, 
und seien die Ordinaten BE, CF, DH, ßc, y<|>, di] gezogen* 

Da nim nach L 11. 2>£P = AD • = ad • aX und 

nach Annahme AD:a^ = AL: ak, ist Dfi^ : di}» = AD^ : ad« 

oder DH : dri = AD : ac. Da ferner AB : aß = AD : ao , so 
erhalten wir ganz auf dieselbe Art BE : ß£=AB : aß und ebenso 
aus der Proportion AC : ay =z AD ad die weitere CF:y^ 
— ACiOLyi mithin sind nach £rki. IL die Parabeln ähnlich. 

§. 12. Lehrsats 12. Zwei Hjperbehi oder Ellipsen sind 

ähnlich, wenn die zn den Achsen gehörigen Bechtecke Shn- 

lieh sind, und umgekehrt bei ähnlichen Hyperbeln oder El- 
lipsen sind die zu den Achsen gehörigen iieciitecke ähnlich. 

Flg. 351a Seien AE^oji «wei Hyperbeln oder Ellipsen, deren zu 
iiuft and "iK den Achsen AB, aß gehörigen Bechtecke il^ «^^ aß»aK 
ähnlich sind, und in dem beliebigen Punkt H der Achse die 
Ordinate HI errichtet, femer auf der Acbae aß ein solcher 
Punkt vj bestimmt^ dass HA : tja = AL : oX ist, und in dem 
Punkt 7j die Ordinate r,i errichtet Da nun nach I. 21. 

HI^ :HA-HB = AL: AB und rji^ . . ^ ^iX : aß, nach 
Voraussetzung aber AL : AB = aX : aß, so ist auch HI^ : HA 
. Ußsszrii^ irjOL'fiß oder HI^ : rii^=zHA -HB.ria* rfi. Da aber 
HA : ija AL : dk = AB : aß ist, so erhalten wir componendo 
leicht HAiifisssHBirp, welches oben eingesetzt ergiebt: 
HI^ : = HA^ : ija^ oder HI ly^^ HA : und auf gleiche . 
Weise ist dasselbe för andere entsprechende Ordinaten zu 
zeigen, weshalb nach Erklärung 11. die Kegelschnitte ähn- 
lich sind. 

Umgekehrt, wenn der Kegelschnitt AE dem Schnitt ae 
ähnlich ist, so ist zn zeigen, dass die zu den Achsen gehö- 
rigen Bechtecke ähnlich sind. Wir haben unter Beibehaltung 
der obigen Bezeichnung die Proportionen 

1) m^iHA'HB^^ALiAB, 

2) rjt^ : 7}a ' 7}ß = ak: aß 
und nach Erklärung der Aehnlichkeit 

3) HI:r,L = HA:ria = AL:dK, 
woraus wir leicht erhalten 

4} HI^ iHA*AL=^yii^X7flL*ak, 
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und schreiben wir nun die Zeilen (1) und (2) durcli Verschiebung 
der inneren Glieder: 

r^^ : ija • aX ^ i}p : aß, 
80 ergiebt sich aus Vergleichiuig mit (4) sofort: HB: AB 
SS i}ß : aß oder diyidendo HÄ:r^ ^JBiaß oder nach (3) AB: aß 
=iAL:aK d. h. die zu den Achsen gehörigen Bechtecke 
sind ähnlich. 

§. 13. Lehrsatz 13. Zwei Hypcrbehi oder Ellipsen 
sind ähnlich; wenn die zu irgend zwei beliebigen Durchmes- 
sern derselben gehörigen Rechtecke ähnlich sind und die zu- 
gehörigen Ordinatcn in beiden Schnitten gleiche Winkel mit 
den Durchmessern bilden. 

Seien DA, da zwei Hyperbeln oder Ellipsen und CD, Kig. a 
yd Halbmesser in denselben, deren zugehörige Rechtecke ssi» «nd ik. 
ähnlich nnd deren Ordinatenwinkel gleich sind, so wird be- 
hauptet; dass die Hyperbeln oder Ellipsen fthnlich sind. 

Seien A, a die Seheitel der Hauptachsen und in A,D, 

Tfujgenten gezogen, die die Halbmesser CD, CA, yd^ya 
beziehlich in E, f, {|j schneiden. 

Seien ferner um die Dreiecke GAE, yas Kreise beschrie- 
ben und durch A und a Parallelen mit DF, 6(f> gezogen, die 
die Linien CD, yd beziehlich in G, X, die Kreise aber zum 
«weiten Haie m H,^ schneiden. Ausserdem ziehe .man noch 
Yon den Mittelpunkten ju der Kreise die Limen MA, {xa, so 
wie die Lothe MT, /utt auf die Sehnen AH, ari und endlich von 
D, d die Lothe DK, cx auf die Achsen. 

Weil nun die zu den Durchmessern CD imd y6 gehöri- 
gen Rechtecke älmlich sind, so ist nach T. 37. auch 
AG^ : GE ' GC = «x^ *Xy> ^ wegen der Kreise 

GE'GC=GA'GH nnd • Xy = X« • hiGA^iGAGH 
= x«^ • ^ * X*! • = • X^Ii voraus dividendo 

oder componendo GA:AH=sx(t:ari und, wenn man hierin 
die Hinterglieder halbirt, GA : AI s=z ya i ai. Da aber nach 
Annahme ^ MGA= juxa ißt, so sind die Dreiecke MGI, 
juXt ähnlich , und da ilirc Seiten Gl, yi, wie vorher gezeigt 
ist, durch die Punkte xl, a nach gleichem Verhältniss getheilt 
werden, so müssen auch die Dreiecke AMG, a^x ähnlich und 
die Gentriwinkel AMG und ol^x» mithin auch die zu ihnen 
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oder ihren Nebenwinkeln gehörigen PeripberieWinkel C nnd 
/ gleich sein. 

Also sind nun die Dreiecke CDK nnd y^i€ ähnlich und 

da nach Aniialimc CDF= /_ y^^i sind auch die Dreiecke 
DKFf dx4> ähnlich und man hat 

1) DK:KC=6y.:yy, 

2) DK: KFz=^k:h<P, woraus 

DK^ : hC ' AT = dx* : ny - y.^)] aber nach 1. 37, ist 
DK^ : KC • KF gleich dem Verhältniss sswischen dem mr 
Hauptachse gehörigen latus rectum und latus transveTsum, 
mithin ist der Satz auf den vorigen zmückgeführt und die 
Behauptung erwiesen. 

Es rauss noch bemerkt werden, dass, wenn die Kcgel- 
sclmltte Ellipsen sind, die Linien CA,ycL entweder beide zu- 
gleich die grossen oder die kleinen IlalbaehHen sein müssen. 

Aniu. Der Beweis dicM'S Saticis i<t beim Aj»oll<»nius nicht so weit auu- 
gctührl als es liier <4eschclien i<t , \s e.->hidl) rappus ein Lenuna dazu anliihrt, 
worauf i«icli auch Halle} bei seiner Ausgabe be/.iehtj da indess ohne zu grosse 
Wdtläufigkeit der Inhalt dieses Lemma in den Bewds des Satzes selbst ge> 
sogen werden konnte, so habe ich dies vorgezogen und Terweise fibrigens stur 
Vefgldchimg anf die Anmerknng zn I. 58. Jenes Lemma lautet fibrigeu folgen- 
dennassen: Wenn in swei reehtwinkligen Dreiecken anf äitr Hypotenuse mnes 
jeden oder deren Yerlängemng dn Ponkt angenommen wird, dessen Verbin- 
dongsünie mit der Spitze des rechten Winkels dieselben Winkel mit den Kir 
fbelen in dem einen Dreieck bildet wie in dem andern, und wenn die (Quadrate 
dieser Verbindungslinien sieh verhalten wie die Keehteckc aus den AbscbDiCteD, 
welche sie auf der Grundlinie bilden, so sind die Dreiecke ähnUch. 

§. 14. Lehrsatz 14. Eine Parabel kann weder einer 

Hyperbel noch einer Ellipse ähnlieh sein. 
Fig. :iö5;i, Sei; wenn es möglich ist^ eine Parabel einer Parabel oder 
b undc. ^.^^^ Ellipse ähnlich nnd DE, FG, de, ^x> ^i^i» ♦iXi 

sprechende Ordinaten in den Kegelschnitten , so dass also, 

wenn A,a,a.^ die Scheitel sind; 

1) DE : EA = 6£ im r= 6 : f , a , und 

2) FG: = <|;X X, :x, «1 "ntl 

3) AE : ae = AG : ax oder AE : ^ , s , = AG : a , x , 

sich verhält, so müsste aus Vergleichuug von (1) und (2) 
mit (3) 

DE^ : FQ^ = EA:GA, ds» : 4>X* =s sa . cß : x« • xP> 

^im':^iX, '=«1^1 -^.Pi -X,*! -Xiß,; müsste 
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sem, welches mit (3) verglichen ei^ben wttrde 

eß = Xp oder e,ß, =:x,ß,, 
was munSglich ist. Also kann eine Parabel w^der einer 
Hyperbel noch einer Ellipse fibnlich sein. 

§. 15. Lehrsatz 15, Eine Hyperbel kann nicht einer 
Ellipse ähnlich sein. 

Wäre es möp;'llcli, dass eine Hyperbel einer Ellipse ähn- Fig. 355b 
lieh ist; so würde sich ganz wie im vorigen äatz und unter Bei- 
behaltung der dortigen Bezeichnungen ergeben: 

«Ä.8ß:xÄ-xP = «iai -«ißi !XiÄ| -Xißj «ad da 

ra :xct =^i^i -Xi^i ist, mftsste auch 

was nii^ 6tatt finden kann; denn nehmen wir an, dass 

> f a, so wird , auch xß > fßj aber x i ß i < ^ i ß i »ein ; mithin 
kann eine Hyperbel einer Ellipse nicht ähnlich sein. 

§. 16. Lehrsatz 16. Gegenschnitte sind unter sich 
ähnlich und gleich. 

Erhellt von selbst; dst sowohl die zu den Achsen gehö- 
rigen latera transversa als die latera recta gleich sind. 

§.17 tmd 18. Lehraatx 17 und 18. Wenn an Ähn- 
lichen Kegelschnitten Tangenten gesogen werden, die, bis 
an die Achsen yerlängert, mit diesen gleiche Winkel bilden, 
und wenn auf den nach den Berührungspunkten dieser Tan* 
genten gezogenen Durchmessern zwei Punkte bestimmt wer- 
den, deren Abstände von den Berührungspunkten sich wie 
die Stücke der Tangenten, die durch die Achsen abge- 
schnitten werden, verhalten, so bilden die durch diese 
Punkte parallel mit den Tangenten gezogenen Sehnen ähn- 
]jN^fi(:^|id ähnlich liegende Segmente in beiden Kegelschnitten 
läd Itog^ehrt, wenn Sbnliche und ähnlich liegende Segmente 
Ih sitö Kegelschnitten genommen werden, so haben die zu 
iftiielh" gehörigen Durchmesser gleiches Verhältniss mit den 
in ihren Scheiteln gezogenen und bis an die Achsen veclän- 
g^en Tangenten und bilden gleiche Winkel mit ihnen. 

§. 17. Seien zuerst zwei Parabeln mit den Scheitelnd, a Fig. »66« 
gegeben und in zwei Punkten T) und d derselben Tangenten 
j^e^ogen, die den Achsen in E, e b^egnen, so dass ^ DEA 
%^SSffllp\, ilnnn auf den durch i>, d gezogenen Durchmessern 

'• 
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Punkte F, (b angeiiüniinen, so dass ED '. DF — : , und 
durcli F und parallel den Tangenten die Sehnen GH, 
gezogen ; so wird behauptet, dass die Segmente GDH und 
X^Y] ähnlich sind. 

Seien in Ay a Tangenten gezogen, die den Linien DF, 
DE, de beziehlich in I,K, t, x begegnen, und in D, d die 
den Durcbmessern DF, zugehörigen latera recta DL, 
erriclitet. 

Nun ist nach I. 49. DI : DK = 2 DE : DL und $i:ht 
= 2 6e : 6X. Da nun nach Annuhine Z.^= Z.^^ ^^^^ auch 
/^KDI— /^x6l, sind die Dreiecke KDl und x6t älinlich, 
mithin DI:DK=CL:dx und also auch aus den obigen Pro- 
portionen 2DE:DL = 2c : iX oder DE:DL= 6? : und da 
DE:DF=6£:d4» ist, erludteu wir sMch DF:DL=^^:$l9 
femer weil FIP = DF* DL, = . dX, ergiebt sieb FH^ 
: (|>i)3 = DF^ : oder FH: DF^4ni: und da das Gleiche 
für alle zwiscben GH, und den Scheiteln parallel mit den 
Basen gezogenen entsprechenden Sehnen gezeigt werden kann, 
, so sind die Segmente GDH, yj^r^ nach Erkl. 7. ähnlich. 

Umgekeljrt, wenn zwei Segmente einer Parabel GDH, 
X^y] ähnlich sind, so ist zu zeigen, dfiss die Winkel E, £, die 
die die Tangenten in ihren Scheiteln D, d mit den Achsen 
bilden, gleich sind, nnd dass ihre Durclimesser DF,6(^ sich 
wie die Tangenten DS, veihalten. 

Es ist unter Beibehaltung der obigen Constmction nnd 
Bezeichnung zunächst nach Voraussetzung ^ HFD = ^ r,<\>d 
und folglich wegen des Parallelismus von GH mit DE, XTi 
mit ü£ auch /^E= /^i. Mithin /\ DKI ^ 6kl und DI : DK 
= dl : dK und da nach 1. 49. DI : DK = 2 DE : DL und 6l : 6x 
= 2d£ : ÖX, so ist (1) DE: DL = cb : 6\; wegen Aehnliclikeit der 
Segmente ist aber HF:DF= yi(|) : d4> oder HF^ ; DF- = 
: also auch DF • DL : DF^ = . : also DL : DF 
^siXid^f welches mit (1) zusammengesetzt giebt DEiDF 
r=dc:d^; mithin ist die Behauptung erlesen. 
Fiff. 857« §. 18. Seien zweitens zwei ähnliche Hyperbeln oder 
Ssa und tK Ellipsen ADH und a^r^ gegeben und in den Punkten D, d 
Tangenten gezogen, welche mit den Achsen die gleichen 
Winkel DEM, os/x bilden, ferner auf den Halbmessern CD, yb 
die Punkte F, <^ so bestimmt, dass MDiDF^ii: d(p i^t, und 
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durch F, die ihn Tiuip:ciitcn pjirallelen Sehnen GH, x^l 
gezogen, so wird behauptet, dass die Segmente GHD, xyfi 
ähnlich sind. 

Man siehe in A, a Tangenten^ die DE, DC, 9$, ^ be^ 
ziehHch in /, K, t, x treffen, ferner von D, ^ an die Achsen 
die Lothe DM, 6fi und auf den Durchmesaem CD, die 

zugehörigen latera recta DL, 6X und verlängere DC, by um 
sich selbst zu den Punkten A^, v. Nun ist, da die Kegel- 
schnitte, also äueli nach §. 12. die zu den Achsen gehörigen 
Rechtecke ähnlich sind, DM~ : ME - MC = dja^ : pc . nach 
L 37. und da wegen Gleichheit der Winkel DEM, d£fi die 
gleichnamigen Dreiecke ähnlich sind, ist DM : ME = $fjL : fie, 
mithin auch DM : MC ^ ^ft i fjcf nnd folglich /\DMCo3/\fifjey, 
mithin /^DCM^ ZJ^¥^ durch Subtraction gleicher 

Winkel /_ ODE = /_yhi nnd als Anssenwinkel ähnlicher 
Dreiecke /_ DKI= /_ Sxt, also auch die gleichnamigen 
Dreiecke ähnlich, und J)K : DI = 6k : it] es ist aber nach 
L 50. DK : DI =2 DE : DL und 6y : 6l = 26s : 6\, mithin 
2 DE : DL = 26? : dX oder weil DEiDC =^ os : 6y und DE:DF 
•szUi^, ist 2DC: DL = 26y:6\, d. h. die zu den Durch- 
messern CD, yd gehörigen Eechtecke sind ähnlich; es folgt 
aber tMch DL: DFssdXz^^, woraus auf ganz ähnliche Art 
als in §. 12. sich ergiebt, dass DF:FH = ^^i^ nnd über- 
haupt, dass die Segmente GDH, x^^ ähnlich sind. 

Umgekehrt, wenn zwei ähnliche Segmente HDG, r^6x 
gegeben sind, so sind die Winkel DEA, 6m, welche die 
Tangenten in ihren Scheiteln mit der Achse bilden, gleich 
und es verhält sich DE : DF — 6i : 6^. Es ist zuerst zu zei- 
gen, dass, wenn die Segmente ähnlich sind, auch die zu ihren 
Durchmessern gehörigen Rechtecke und sonach nach §. 13. 
anch die Kegelschnitte überhaupt ähnlich sind« 

Seien also ausser den oben bezeichneten Linien noch 
die entsprechenden Ordinaten FE, np in den Segmenten HDG, 
'i]6x gezogen, so finden nach Erklärung 7. die Proportionen 
Statt: 

1) HF:FD = Yi<l>:4)6, 

2) PR .RD=7rp: pö und 

3) FD:RD = <t>d: jöd, 
1^ auch MF: PIi=:i^i yrp oder 
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4) //F» : PR^ = ri4>'^ : np^, woraus folgt 

5) FD'FN:RD>RNsz^».^:pd'p» 

oder durch (3) diyidirt FNiRNss^ipri worauB diyidendo 

6) FN:FRz=s4>v:(i>p 
und aus (3) haben wir gleicbfalls dmdendo 

7) FD : FR — 4jo : d^p, mithin ist 

8) FD:FN=<\)6:(t>v 

oder aus Vergleichiing mit (1) BF : FN =: r^^ : <^v , welches 
mit (1) zuaammengesetzt ergiebt 

HF^ :FD»FN= r;<J>a : 4>i • 4»v, 
d. h. die zu den Durchmessern CF, gehörigen Bechtecke 
nnd also nach §. 13. die Kegelschnitte sind lUinlich. 
Nnn ist also 

nach I. 37. und /^CDE= aus Aehnlichkeit der Seg- 

mente; hieraus ergiebt sich aber, wie auch aus II, 51. leiclit 
eingesehen werden kann, die Aehnlichkeit der Dreiecke CDE, 
y6E und CDMf yöju und daraus weiter die der Dreiecke Z)Ä7, 
dfjLij folglich auch die Gleichheit der Winkel EDF und ed4> 
und da DE : DC = 6c : dy, also auch DE : DN= de : dv, ans 
(8) aber dividendo oder componendo leicht entsteht 

so haben wir endlich auch 

DE:FD=dB:4,i 
und ist folglicli der Satz bewiesen. 

§. 19. Lehrsatz 19. Wenn in einer Parabel oder Hy- 
perbel Lothe auf die Achse gezogen werden, so sind die auf 
beiden Seiten der Achse zwischen diesen Lothen befindlichen 
Segmente gleich nnd ähnlich, aber ein anderes Segment des- 
selben Kegelschnitts kann nicht ihnen ähnlidi sein. 
Fiff. SM. Seien DEF, QHI Lothe anf der Achse AEH dner Pa- 
rabel oder Hyperbel, GD, FI die von ihnen gebildeten Seg- 
menite, LM dagegen ein beliebiges anderes Segment, so ist 
zu zeigen, dass das Segment FI mit GD gleich und ähnlich, 
mit LM aber nicht ähnlich ist. 

Man verlängere die Basen GD , LM der Segmente, bis 
sie die Achse in iC, achneiden, verbinde die Mitten R und 
Q der Basen, verlängere ÄQ, bis sie den Kegelschnitt in O 
schneidet I und «iehe in 0 bis ssor Achse die Taiagente OP. 
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Nun ist nach §. 7. das Stück Fl des Sclinitts congrnent 
mit OD; also sind auch die dadurch bestimmten Segmente 

gleich und ähnlich. Wäre also das Segment LM ähnlich 
mit Fly 80 müsste es auch ähnlich mit dem Segment GD 
sein und deshalb müssten nach den vorigen beiden Sätzen 
die Basen GD^ LM die Achse unter gleichen Winkeln schnei- 
den^ d. \l parallel sein, also wäre nach II. 28. RQ ein Durch- 
messer und also nach I. 32. die Tangeute in 0 parallel mit 
den Basen GD, LM der. Segmente, l^ach den beiden Torigen 
Sätseen mttsste dann aber^ damit die Segmente ihnlich wären, 
POiOQ^POiOR waskf was nnmÖgHch ist; ako sii\d die 
Segmente nicht Ifhnlieh. 

§. 20. Lehrsatz 20. Wenn auf eine Achse einer Ellipse 
zwei Lothe gefällt und an beiden Seiten bis an den Umfang 
verlängert werden, so sind die zwischen ihren Endpunkten 
befindlichen Segmente gleich und ähnlich unter sich und mit 
den Segmenten, die zwischen den Endpunkten solcher Lothe 
liegen, welche auf der andern Seite des Mittelpunkts in glei- 
chen Abst&nden als die früheren gesogen sind. Irgend ein 
anderes Segment der Ellipse kann aber nicht den genannten 
ähnlich sein. 

Seien DEF, GHI Lothe auf der Achse CHE einer Ellipse Fig. m 
und SKTy UNV eben solche auf der andern Seite des Mittel- 
punkts in gleichen Abständen, so dass CH = CK, CE = CN 
ist; dann ist in §. 8. bewiesen, dass die vier Segmente X)G, 
FI, U8, VT unter einander congrnent , also auch ähnlich 
sind. 

Wäre aber irgend ein anderes Segment LM fthnlidi mit 
einem der genannten DO, so mtLssten nach §. 18. die Basen 
LM, DG parallel und also die Verbindungslinie QR ihrer 
Mitten ein Durchmesser sein und letztere tolglich den Schei- 

tel O beider Segmente treffen. Dann müsste aber nach Er- 
klärung 7. OQ :OR = QG : RM sein und also die Punkte 
O, G, 3/ in gerader Linie liegen, was unmöglich ist. Also 
ist das Segment LOM nicht ähnlich mit DOG. 

§. 21. Lehrsatz 21. Wenn auf den Achsen zweier 
Parabeln Ordinaten errichtet werden, deren zugehörige Ab^ 
sdssen sidi wie die latera recta der Parabeln verhalten, so 
sind die «wischen den Endpunkten zvder «olcher dnander 
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entsprechenden (Jrdinatenpaarc liegenden S('g;m( nte einander 
ähnlich; -aber keines dieser Segmente in der einen Parabel 
kann einem andern Segment der andern ähnlich eem. 
njN^sn« Seien auf den Achsen AG, ax zweier Parabeln je zwei 
StQcke AE, AG, at, ax abgesohnitteni so dass, wenn AL, 
oK die latent recta der Parabeln sind, ABieu=z AG:ax 
= AL:aK sich verhalten, iind in G, i, x Ordinaten 
ED, GFy ed, gezogen, so ist zu beweisen, daas die Seg- 
mente DFj c4) einander iilmlich sind^ dass aber ausser ö(|> 
und dem ilim gerade gegenüber auf der andern Seite der 
Achse befindlichen Segment kein anderes dieser Parabel 
dem Segment i>F der andern ähnlich sein kann. 

Man verlängere die Linien FD, 4*^, bis sie die Achsen 
in i^^ V schneiden, halbire FD, ^ bk H, ri und ziehe durch 
diese Punkte Dorchmesser, die die Parabeln in I, i, die Or- 
dinaten FGj <^x ^> treffen, und von /, t Ordinaten 
tx; die FD und (f>d in P und -rc tehneiden. Nun ist nach 
L 20., weil AE : AG = as : ax, auch 

1) DE : FG — Ö£ : <\>x und also auch 

2) , EN : GN = ev : xv, also auch dividendo 

3) GE:GN=x'^'*Xyi 
abor, weil AE : AG = : ax, ist. auch 

4) GEiAG = xfiax, 

und da nach §. 11. und Erklttnmg 7. AG : FG =i ax'* 4X9 
ist auch 

5) GB:FG=ix^'4>Xi 

welches mit (3) verglichen gicbt: 

6) GN'.FG = x^-<\>X 

und folglich /\FGN ähnlich dem /\<^X'> ^^^^^ Winkel 
bei N und v gleich. Es ist ferner auch aus (3) leicht zu 
erhalten: 

7) FN:FD=r4»:^, 
woraus durch Halbirung der Hinterglieder folgt 

8) FN:FH=4»vi4fnf 

FGiFM^ <^X ' 4»^ 

FG : MG = (|jx : MX oder 
FG : IK = <t)X ' i>i, 
mithin auch nach I. 20. AG : AK = ux'-cik oder 

9) AGiKG = ax:icx* 
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Aus Vergleichung der Zeilen (3) und (4) ergiebt sich aber 

10) AG:GN=cLx:xy 

und aus (9) und (10) folgt GNiKG = xy ',>tX o^^^ 

11) FNiFP=-^v\^, 
welches mit (8) verglichen ergiebt, dass 

FffiFP^ 4>7] : 4>7r oder dividendo 

HP: FH=: y\7c : und da einerseits 

HPiHI ^r^n.rii 
und andererseits aus (8) folgt: 

• . FH : HN= 4>Tj : i^v, so ergiebt sich 

HI : HN = rii : riv! 
Da aber HN, ijy gleich den in I, t gezogenen und bis an 
die Achsen yerlfingerten Tangenten sind und die Gleichheit 
der Winkel N nnd y schon oben gezeigt ist, so folgt aus 
dieser letzten Proportion, dass die Segmente FD, <|>d nach 
Erklämng 7. ähnlich sind. 

Dass aber irgend ein anderes Segment der zweiten 
Parabel mit FD nicht ähnlich sein kann, folgt von selbst, 
da es sonst ja auch mit 4>ö ähnlich sein müasto, was gegen 
§. 19. ist. 

§. 22. Lehrsatz 22. Wenn in zwei ähnlichen Hyper- 
beln oder Ellipsen dieselben Constructionen vorgenommen 
werden als im vorigen Satz bei den Parabeln, so sind die 
Segmente gleichfalls ähnlich. 

Seien in zwei ähnlichen Hyperbeln oder Ellipsen je zwei ptg. set» 
Ordinaten DE, FG, ds, (jjx an die Achsen ax dergestalt 363» "u. b. 
gezogen, dass, wenn AL , a\ die latera recta sind, AE : ae 
= AG : ax = AL : aX ist, so wird behauptet, dass die zwisclien 
den Endpunkten der Ordinaten liegenden Segmente DF, d^» 
ähnlich sind so wie dass kein andiares Segment des zweiten 
Kegelschnitts ausser nnd den ihm nach §§• 19 und 20. 
congruenten mit DF ähnlich sein kann. 

Man verlängere die Geraden FD, bis sie die Achsen 
ia N, y schneiden, ziehe von den Mitten H, rj der Sehnen 
die Linien HC, riy, welche die Schnitte in /, t treffen und von 
/, i sowohl die Ordinaten IK, ix als die Taugenten IP, itc 
bis an die Achsen. 

Nun ist nach Annahme 

1) ' AEiAG^tasiax und da 
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2) JBiED^tutt» xmi 

so folgt GF: ED = x4* ' mithin auch 

4) GN:EN=x^'^^ öder auch dividendo 

5) G£:ii;iNr=X«:6v. 
Aus (1) ist aber auch 

GE:AE = yt>(Uj 
welches mit (2) Tcrglichen giebt: 

6) 6£:£Z) = X«:c^» 
also ans (5) mid (6) 

und folglich die Dreiecke EDNj e^v so wie auch ÄIP, kvk 

ähnlich. Wegen Aehnlichkeit der Kegelschnitte aber ist 
nach J. 37. 

IK^:KP'KC=iK^:K7r-xy und da 
IK : KP = IX : xjr, erhält man auch 

mithin die Dreiecke KIC und wy und folglich auch PIC, wey 
ähnlich, also die Winkel CIP, ytv oder FBI, ^ gleich. 
Femer ist hiemach 

CK:CP=yx:y7r und da nach 1. 37. 

CK:CF= CA' : CF^ und ; /tt = ycL^ : yn-', 

ist auch 

7) CA:CP = ya:y7r. 
Aus der Zeile (2) folgt aber weiter, da 

ED : EN= &6 auch 

EN : EA = SV : ea oder diyidendo 

8) AN:AE = aviaE. 

Da aber AB : AL =: : aX und also wegen Aehnlichkeit der 
Kegelschnitte AE : AC = ae : ay, folgt aus (8) 

AN : AC — aviay oder CN: AC = yv : ay, 
welches mit (7) verglichen giebt: 

9) CN:CP=:yv:y7r, 

mithin auch wegen der Parallelen NH, PI, vj^p m 

CI: JH= yi : ir , 
und da aus Aehnlichkeit der Dreiecke CIP, yvx 

CI i IP = yt i ifF, ist endlich IH: IP=iri:i3e 
und also nach §. 18. die Segmente FD, t^i Idmlich. 

Ein anderes Segment ^| des zweiten Kegelschnitts kann 
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nun mit FD nicht ähnlich smn, da es sonst auch mit ähn- 
lich sein mÜBSte^ was gegen die SStze 19. und 20. ist 

§§. 23 und 24. Lehrsatz 23 und 24. In unähnlichen 
Kegelschnitten ist kein Theil des einen ähnlich einem Theil 
des andern. 

§. 23. Seien zuerst zwei unähnliche Hyperbeln oder Fig. S6>a 
Ellipsen gegeben nnd in ihnen, wenn es möglich ist; DF^ an« n! t! 
ähnliche Segmente, so ziehe man Ton den Mitten Hf der 
Sehnen DF, die Durchmesser HC, yjy, die die Kegelschnitte 
in I, i treffen. Wären nun diese Durchmesser zugleich die 
Achseiii so würde, wie in §. 12., aus der Aehnlichkeit der 
Segmente auch die Aehnlichkeit der ganzen Kegelschnitte 
folgen, was gegen die Annahme ist. 

Sind aber HC, riy nicht die Achsen, so ziclie man von 
den Punkten /, t an die Achsen sowohl die Ordmaten 7A, 
tx als die Tangenten IP, itt] dann sind nach dem in §. 18. 
Bewiesenen die Dreiecke IPC, irry ähnlich, mithin ist 

aber, wenn r, ^ p, r die zu den Hauptachsen gehörigen latera 
recta nnd transversa sind, ist 

TK^:KP'KC=r:'t, und 
LX' : XTT ' xy = p : - , also r : / = p : r 
und demnach nach §. 12. die Kegelschnitte ähnlich, was ge- 
gen die Annahme ist. Mithin kann nicht ein Segment einer 
Ellipse oder Hyperhel ähnlich einem Segment eines andern 
gleichartigen Kegelsclinitts sein, wenn nicht zugleich die 
ganzen Sdinitte ähnlich sind. 

§. 24. Wenn einer der bdden Schnitte eine Parabel 
und der andere eine Hyperbel oder Ellipse ist, so findet die 
gleiche Behattptung Statt. In §. 14. ist gezeigt, dass in sol- 
chem Falle die ganzen Sclinitte nicht ähnlich sein können. 
Nach der Erklärung 7. aber müssten, wenn die Segnfente 
ähnlich wären und iln-e DurchmessiT ///, >]i nacli gleichen 
Verhältnissen getheilt werden ^ die zu den entsprechenden 
Theilungspunkten gehörenden Ordinatcn sich wie die zuge- 
hörigen Abscissen verhalten; dass das aber nicht möglich ist, 
kann ganz wie in §. 14. gezeigt werden. 

Dass aber dn Ellipsensegment nicht einem Hyperbel- 
segment ähnlich sein kann, folgt auf ganz gleiche Art aus §. 15. 



Digitized by Google 



240 



§. 25. Lehrsatz 25. Kein Theil eines der drei Kegel- 
sdmitte Parabel, Hyperbel, Ellipse ist ein Kreisbogen. 

Fiff. 164. Sei, wenn es möglich ist, DEF ein Kreisbogen, der zu- 
gleicli Bogen eines der drei andern Kegelschnitte ist; nnd 
DE,FG,HI drd darin gesogene unter sieh nicht parallele 
Sehnen. Zieht man nun za jeder dieser Sehnen in -dem 
durch sie begränzten Segment noch eine parallele Sehne und 
verbindet die Mitten der parallelen Sehnenpaare, so mtissten 
diese .Verbindungslinien auf den ihnen zugehörigen Sehnen 
senkrecht stehen und da sie nach IL 28. zugleich Durch- 
messer der Kegelschnitte sind, so hätte dieser drei Acbseni 
was gegen IT. 48. ist 

§. 26. Lehniats 26. Wenn ein Kegel durch parallele 
Ebenen so gesehnitten wnrd, dass beide Hüften der Kegelr 
flilche getroffen weiden, so sind die auf einer Hülfte ent- 
stehenden Hyperhein unter sieh Ihnfieh, aber mcht gleteh. 

riff, MS. Sei A die Spitze , BGC die Grundfläche eines Kegels, 
der durch zwei parallele Ebenen in GEH. yj^, geschnitten 
wird. Vom Mittelpunkt M der (h-uiidfläelie falle man auf 
die DurchächnittslinleD GH, yr^ der parallelen Ebenen mit der 
Grundfläche das Loth Mliy das den Kreis in B und C trifft^ 
ziehe AB und AC^ deren ersterc die parallelen Ebenen in 
Ey letztere dagegen verlängert dieselbcm m F^^ trifft» end- 
lich ziehe man von Ä parallel mit den geraden Linien FEI, 
4»cc die Linie AD bis zur Grundfläche und errichte m JE*, f 
senkrecht auf den Linien EF^ e4i nnd in den durchschneiden- 
den Ebenen die Lothe EL, eX, so dass FE : EL ==(/>£: eX = 
AD^' : DB • DC sich verhält. 

Nun sind nach I. 12. EL, tX die latcra recta der Hy- 
perbeln GEH und x^»]? mithin die zu den Durchmessern IE, 
K gehörigen Ilechtecke ähnlich, und da auch die Winkel 
zwischen den Ordinaten HIfr,t und den Durchmessern lEfU 
gleich sind, so rind nach §• 13. die Hyperbeln ähnlich; weil 
aber EF nicht gleich c4> ist, können sie nicht gleich sein. 

§. 27. Lehrsatz 27. Wenn ein Kegel durch Ebenen 
geschnitten wird, welche nur eine der beiden Hälften der 
Kegelflächc treffen nnd weder der Gruiidtiiiehc parallel noch 
Wechselschnittc sind, so sind die in diesen Ebenen erhaltenen 
Ellipsen ähnlich, aber nicht gleich. 
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Sei A die SpitBe, BC die GrundflScIie eines Kegels, derrtr. m, 
dixrch zwei parallele Ebenen FE, , wie im Satz verlangt 
ist, geschnitten wird, und seien GH, x^l Durchschnittslinien 
dieser Ebenen mit der erweiterten Grundfläche, ferner vom 
Mittelpunkt M dieser letzteren das Loth Mif auf diese Durch- 
schnittslinien gefällt und eine Ebene durcli MJ und A ge-' 
legty die die Kegelfläche in den Geraden AB,ACf die paral- 
lelen Schnittebenen in den Geraden BFI, iohneidet; werde 
dann von der Spitze des Kegels an die erweiterte Grund- 
fläche eine Parallele AD mit den erhaltenen Linien EFI,'s4>l 
- gezogen nnd in E, t die latera recta EL, i\ der erhaltenen 
Ellipsen errichtet. 

Nach I. 17. ist nun EF :£L = aj) : b\ = AD^ : DB - VC, 
mithin sind die zu den DurclunesBem EF, gehörigen llecht- 
ecke fthnlioh« Ausserdem sind aber auch die Winkel HIF, 
gleicfai da sie parallele Schenkel haben, und da dies die Win- 
kel sind, welche die zu. den Durchmessern EF, gehörigen 
Ordinaten mit ihren Durchmessern bilden, so sind nach §. 13. 
^ die Ellipsen ähnlich. Weil aber EF nicht gleich s«^ sein kann, 
sind dieselben nicht cougrucut. * 

A n m. In diesem und dem vorigen Satze tindet sich bei Hallcy eine ge- 
wisse L'ngonauigkcit, iiidtni im Satz selbst nicht vom geraden Kegel gesprochen 
ist, der Beweis al)cr bei ihm so getiihrt wird, als oh /TF, «<j> Aclisen des ^ 
Kegelschnitts waren was nur beim geraden Kegel der Fall ist. 

§. 28. Anfgahe 1. In einem gegebenen geraden Kegel 
den Schnitt zu finden, der gleich einer gegebenen Parabel ist. 

Sei ein gerader Kegel mit der Spitze A und der Grund- Fig. s67. 
fläche BC und einem bdiebigen Achsendreieck ABC so wie 
eine Parabel DE mit der Hauptachse DF und dem latus 
rectum DL gegeben und verlangt, in dem Kegel einen ebenen 
Schnitt zu bestimmen, der der Pariiljcl jz;lelcli ist. 

Man lege eine Ebene dureli die Aclise des Kegels , die 
die Obei-fläche desselben in den Geraden AB^AC schneidet, 
und bestimme in AB einen Pimkt G, so dass DL : AG = BC^ 
lAB'AC, ziehe von G eine Parallele Gif mit AC bis zur 
Qrundfliiche und lege durch GH eine Ebene loihrecht^ auf 
die Ebene des Achsendreiecks ABC, welche die Qrundfliche 
in der Geraden IHK, den Kegel in der krummen Linie IGK 
schnddet, so ist letztere die verlangte Parabel. 



« 



Digitized by Google 



242 



Der Schnitt IGK ist sranScbBt eine Parabel, weil leine 

Ebene mit der Kante AC des Kegels parallel läuft. Femer 
steht die Linie JH auf der Ebene ABC lothrecht, da sie die 
Durcbsclmittslinie der Ebenen IGK und BIG ist, welche beide 
auf der Ebene ABC lothreeht stehen, also ist IIIG ein rech- 
ter Winkel und iblglich GH die Achse der Parabel IGJL 
Ist nui\ GM das zn GH gehörige Utas rectum; so ist nach 
I. 12. GM:GA = SC^iAB'AC, woraos, da nac^ Com- 
sbmc^on DL i GA = B(P : AB' AC ist, folgt, dass iUir ^ Gitf 
und folglich nach §. 1. die, Parabel IGK congruent ist mit 
der gegebenen Parabel DE. 

E» leuchtet übrigens hieraus von selbst ein, dass ausser 
dieser Parabel IGK es in dem gegebenen Kegel keine damit 
congrucntc giebt, deren Scheitel der Achse in der Kante 
AB U^t Denn wenn das der Fall sein sollte, mttsste die 
Schnittebene auf der Ebene des Dreiecks ABC lothrecht 
stehen und mit der Kante AC parallel sdn, da sonst ent- 
weder der Scheitel der Achse dieser Parabel in an- 
dern Kante des Kegels als in AB läge oder; der Schnitt 
überhaupt keine Parabel wäre. Ginge nun eine solche Ebene 
durch einen andern Punkt der Kante AB als durch G, so 
würde sich für dieselbe nach 1. 12. auch ein anderes latus 
rectum als GM ergeben und folglich kann diese Parabel 
nicht congruent mit JGK sein. 

Anm. Die liier (^gebeoe Aufiorang gik aoeh Inr einen eeliiefen Kegelt 
wenn nnr die ScihnittelMne senkrecht «if der Ebene deqen^gen Aeluendreiedte 
gedacht wird, dessen Ebene auf der Grundflache dea vorigen Kegeb senk- 
reeht steht. 

§. 29. Aufgabe 2. In einem gegebenen geraden E^l 
einen Schnitt zu finden^ der einer gegobenen Hyperbel -con- 
gruent ist. 

Flg. 368 and öci ein gerader Kegel mit den obigen Bezeichnungen 
**** und eine Hyperbel mit dein latus transversum DF und dem 
latus rectum DL gegeben und verlangt, in. dem Xegel einen 
der Hyperbel DE congruenten Schnitt zu suchen. 

Man ziehe die Achse AM des Kegels und nehme zuerst 
an Fp:DL = AM^:BMK Ifan yerlSngere nun CA vfid 
siehe zwischen die Schenkel des so erhaltenen Nebenwinkels 
von BAC eine Gerade OG parallel mit AM und g]|eich jFjD; 
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ertichte dann auf dieser Geraden und ihrer Verlängerung; die 
anf BAC lothrechte Ebene, welche die Grundfläche in JK, BC 
in H Bcbneidet/ SO giebt diese im Kegel den verlangten 
äöMtt /GJt Denn sei 'GN dai latos rectum des erhaltenen 
SiMiHk ; so muss nach I. 12. ÖG : GN^ AM^ iBM^, wel- 
dkes mit'der obigen Annahme vefglichen zeigt, dass ON^DL 
Ät; und da ausserdem der Winkel IHG ein rechter ist, so 
ist nach §. 2. die Hyperbel IGK congruent der gegebenen. 

Aiicli erhellt leicht, dass ausser dem so erhaltenen kein an- 
derer der Hyperbel DE congru enter Schnitt in dem Kegel 
enthalten ist^ dessen Scheitel der Hauptachse in der Kante 
AB läge. ' • 

' -IstHnA twt\ißsk% ÄM> \BM* <:FDiPL, so beschreibe 
nini'imi das Dreieck AM) men Kreis, den die TeclSngerte 
AM in P trifft. Da nnn 

AM^'.BM^=:AM»:AM'2^^AM:MP<:FD:DL 

ist, so bestimme mau auf MP einen Punkt tt, so dass 
AM : Mtt = FD i DL ist, zielie in n eine Parallele mit BC, ' 
welche den Kreis in Q und R trifft, ziehe AQ, AR, welche 
BC beziehlich in S und T sclincidcn. Legt man nun zwischen 
die Schenkel des durch die Verlängerung von CA erhalteheii 
Kebeninnkels von Bi^C zwei Linien OO, 0,G,, welche so lang 
ab' FD smd und deren «ne OG parallel mit 08, die andre 
OjGj parallel mit OT ist, und errichtet anf diesen Linien 
und Ifaren Verlängerungen lothrechte Ebenen «nf.BACf wel- 
che die Grundfläche beziehlicli in den Geraden IHK, I ^H^K^ 
schneiden, so gieht jede dieser Ebenen in dem Kegel eine 
der gegebenen congruente Hyperbel. Denn ist z. B. GN 
das latus rectum einer dieser ITyperbeln, so ist nach I. 12. 
ÖG : GN= AS^ : BS ' SC= AS^' : AS ' SQ =z AS : SQ = AM 
i MiF=sFD : DL^ und da OG nach Constrnction gleich FD, ist 
auch GN):=sDL^ weil aber ausserdem noch der Winkel GHI 
dn rechter ist, muss nach 2. die Hyperbel IGK und ans 
ganss gleichen Gründen auch die andere I^G^H^ der gege- 
benen congruent sein. 

Ausser den beiden eben erhaltenen Hyperbeln kann eine 
andere congruente, deren Seheitel der Hauptachse in der 
Kante AB liegt, nicht erhalten werden. Denn gäbe es eine 

solche I 80 mtLsste sie ihre Haupsachse ifi der Ebene ABC 

16» 
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haben und daher könnte ilir latus transversum, weil es OG 
gleich sein inüsste, weder mit OG noch mit 0,G, parallel 
sein; Bei defihalb AU eine Parallele von A mit der Haupt- 
adise dieser angenommenen H}^erbel und treffe AU vef- 
ISngert Qß in den Kreis in so müsste AU* iBU-UC 
» Am xAV' UV :=^AU.UV=^ AMiMn ^ AU: ÜX lein, 
was iinm9g;1ich ist. 

Wenn endlich drittens AM'^ : BM^ > FD : DL ist, so 
kann überhaupt keine der gegebenen congruente Hyperbel 
in dem Kegel autgefunden werden. Denn gäbe es eine 
solche und wäre AS die von der Spitze des Kegels A mit 
ihrer Hauptachse gezogene Parallele i welche den um ABC 
beschriebenen Kreis in Q trifft, so mfisste A8* :B8'8C=sFD 
iDL sein; es ist aber AS^>AM^, B8'8C<zBM*, mithin 
AS^iBS'SC > AM* :BM^, abo FD : DL > AM^ : BM*, 
welches der Annahme widerspricht 

§. 30. Aufgabe 3. In einem gegebenen geraden Ke- 
gel einen Schnitt au ^den, der gleich einer gegebenen El- 
Upse ist. 

Flg. S70. Sei eine Ellipse DB mit dem latus transrersum DF nnd 

dem latus rectum DL so wie ein gerader Kegel mit den obigen 

Bezeichnungen gegeben. 

Man beschreibe um das Dreieck .^C einenKreis, verlüngere 
BC und ziehe von A aus an die Verlängerungen von BC 
Linien AS, AT, die den Kreis beaiehlich in Q und B. treffen^ 
so dass A8:SQ:=s AT: TR = DF:DL ist, was immer mög- 
lich ist, welches auch das gegebene Verhältniss DF: DL sein ' 
mag; und sehr leicht erhalten werden kann; ziehe dann 
zwischen den Schenkeln des Winkels BAC Parallelen GO, 
G,0, bezielilieh mit AS mid AT, deren jede gleich FD 
ist, und errichte in diesen Linien GO, G,0, auf dem Aelisen- 
dreieck ABC lothrechte Ebeueu, so enthält jede dei^elbem die ' 
verlangte Ellipse. 

Nach L 13. ist, wenn GN das latus rectum eüier dieser 
Ellipsen ist, GO : GN=: A^ xSB-SC^zAS* :aA"BQ^A8 
: 8Q ssz FD : DL nach Construction, und da GO FD gemalt 
ist, ist also auch GN=:DL] da ausserdem noch der zif GO 
gehörige Ordiuateuwinkel ein rechter ist, wie leicht erhellt, 
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80 ist nach §. 2. die Ellipse GO der gegebenen congruent 
und aas gleichen Gründen auch die andere Ellipse G^O^. 

Es ist ferner leicht au «eigen, dass auaser den schon 
gefiindenen keine andere damit congniente in dem Kegel 
gefunden werden kann; deren Scheitel in AB sich befönde. 
Denn gftbe es eine solche, so mttsste ihre Achse in der 
Ebene BAC liegen, und da das latus transyersnm ebenso 
. lang als 00 sein mttsste, so könnte sie nichtv parallel OG 
oder O, G, sein; wäre also AU eine Parallele von u4 mit der 
Achse dieser aiitgenommenen Ellipse, die den um ABC be- 
schriebenen Kreis in V triiFt, so, müsstc 
DF: DL=zAU^:UB ' UC^AU^.UA' UV=^ AU: UV^ AS : SQ 
sein, was unmöglich ist, da eine durch Q mit BC gezogene 
ParaUele den Kreis nicht in drei Funkten Q, V, R treffen 
kann. Mithin kann ausser den Ellipsen GO und (?, 0, keine 
andere damit congmente in dem Kegel aufgefunden werden, 
deren Scheitel einer Achse in der Kante AB iSge. 

§. 31. Aufgabe 4. Einen geraden Kegel «i finden, ' 
der einem gegebenen geraden Kegel ähnlich ist und eine ge- 
gegebene Tarabel enthält. 

Sei eine Parabel DE mit der Hauptachse DF und dempig. 371» 
latus rectum DL so wie ein gerader Kegel, dessen Achsen- 
dreieck ABC ist, gegeben ; man soll einen mit ABC ähnlichen 
K^el cottstnuren,, dessen Schnitt mit der gegebenen Ebene 
DE der Parabel mit ^eser Parabel zusammenfällt 

ICan errichte in der Aobse DF eine auf der Ebene' der 
Parabel lothrechte Ebene, trage darin an DF einen Winkel 
FDy^ABC an, bestimme die Länge doß erhaltenen Schen- 
kels Dy durch die Proportion BC:AB= DL'.Dy und con- 
struire über Dy in der erwähnten lothrechten Ebene ein dem 
Dreieck BAC ähnliches Dreieck Day, so ist der gerade Ke- 
gel, dessen Spitze a und dessen Grundfläche ein auf der 
Ebene Duy senkrechter Kreis ttber dem Durohmesser Dy ist, 
der verlangte. • ^ - 

Weil sowohl Winkel yDF «Js vyD .nach Construoiion 
gleich ABC sind, ist ay parallel DF und folglich der Sdoiitt 
des Kegels Day durch die Ebetue FDE eine Parabel mit der 
Hauptachse DF. Ist nun x das latus rectum dieser Para- 
bel, so bestimmt sich ae nach LH. durch die Proportion 
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ay'.Dy = Dy:x oäor auch ABiBC^ tla a])cr auch nach 

CouHtruciion AB : BC=^ Dy '.DLj ist x = DL und folglich der 
Schnitt des Kogels dorck-die ^heäe FDß cmgmeai mit der 
Fwabel DB. 

IS» kann aber auch kein anderar gerader Kegel, desaeoi 
Bpita» auf demeUben Seite der Ebene FDE als « liegt, g^ 
fanden Verden, der Sbnficb ABC wSre und dwcb die Ebene 

FDE in derselben Parabel geschnitten würde. Denn ange- 
nommen a , wäre die Spitze eines solchen Kegels, dann lege 
man zuerst durch die Achse dieses Kegels eine Ebene loÜi- 
recht auf die Ebene FDE^n so müsste sie diese längs der 
Geraden DF schneiden, mithin die Spitzen a, a, in derselben 
Vertikalebene auf DEF sich befinden* Wfiuen. nnnX>a,, a,^, 
die Seitenlinien des Kegels, so mttsste. parallel DF^ 
also aneb parallel sein, und da sAsserdein die Winkel Dttf^ 
Dd^^y^ gleich sein mttssten, so nillsstea die Geraden Da, JDn| 
zusammenfallen; endlich müsste; wenn die Parabel in dem 
neuen Kegel liegen sollte; 

DL.Da^ = Dy^'.Dd^ imd da auch 

DL : Da = Dy ^iDa^ 
und wegen Aehulichkeit der Kegel 

müsste i>Bij SS Dte seb, d. b. aber, der angenoiDmene neue 
Kegel DatYi mOsste mit dem erst gefundenen lussmmenfallen. 

§. 82. Angabe '5. Einen geraden Kegel an finden^ 
der ahnUeb einem gegebenen, geraden Kegel ist und cüne 
gegebene Hyperbel entbilt. Das Quadrat der Acbse des ge- 
gebenen Kegels darf hierbei zum Quadrat des Halbmessers 
der Grundfläclie kein grösseres Verhältuiss haben als das 
latus transveraum der gegebenen Hyperbel zum latus rectum. 
Fig. 372» Sei ein gerader Kegel ABC mit der Achse AM und der 
uud b. Q].QQ^f)^^|^(3 ßQ gQ yfiQ Hyperbel mit dem zur/ Hsup^ 

acbse gehdrigen latus toansversum DF und dem latus rectum 
DL gegeben; man soll einen geraden Kegel constmiren, der 
lühnlicb mit ABC ist und dessen Durchschnitt mit der Ebene 
BDF mit der darin gegebenon Hyperbel zusammenfallt 

Man besehreibe über DF in der auf EDF lothrechten 
Ebene einen Kreisbogen, der den Nebenwinkel von BAC als 
Peripheriewinkel enthält. Sei nun zuerst 
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80 errichte man in dei* Mitte G von FD in der erwähnten 
Ebene ein Loth^ das den Kreisbogen in et, den andern Theil 
des Kruses in O tri£Bk, siehe ^a, yerlSngere letsteres wn 

aelbBt bis ß'mid constraire ^en Kegel, dessen Spitse 
. ft' und dessen Gmndflfiohe ein auf der Ebene Daß lothrechter 
Kreis Tom Dnrcbmesser Dß ist, so ist dies der yerlangte. 

Sei noch aju die Achse dieses Kegels. Es ist nun nach 
der Construction einleuchtend, dass DF das latus transversum 
des in dem Kegel durch die Ebene EBF entstehenden Schnitts 
ist^ so wie dass, wenn D\ dessen latus rectum ist^ 

• • • • DF:D\ = afji'^ 
da aber- wegen Aehnlichkeit der Dreiecke ABC nnd Daß 

afM*i Dfi*=zAM^tSM^ und i BM^ ^ DF i DL 
naeb Annahme, so ist anch DL ss DK und iblglidi die durch 
- die 'Ebene ISDF in dem Kegel Daß entstehende Hjperbel 
cöngruent mit der gegebenen. 

p]s ist ferner zu zeigen, dass kein anderer dem Kegel BAC 
ähnlicher gerader Kegel vorliaiiden ist, dessen Spitze auf dersel- 
ben Seite <ler Ebene EDF liegt, als a und der die gegebene 
Hjperbel ED enthält. Sei, wenn es möglich ist, / die Spitze 
eines solchen Kegels, so ist aus dem im vorigen Satz Be^ 
wieseneo klar, dass /, in der in FD iothrecht auf MDF er- 
rloblciteB' Efbene liegen müsste, fiemer dass es in dem Kreis- 
bogen» FkD sich' befinden mitoste, da der Winkel an der 
Spitze dieses Kegels nnd dessen Nebenwinkel gleich den 
entsprechenden Winkeln In Daß wäre. Wären daher TD, IK 
Seitenlinien dieses Kegels, TN^ eine Parallele mit FD bis zur 
Grundfläche DK desselben, so müsste das latus transversum 
FD der in diesem Kegel enthaltenen Hyperbel zu seinem 
latus rectum FX sich wie IN^ : DN' NK verhalten; ist aber 
Q:^ Mitte von IK, so verhftlt sich 

FD:DL^AM*:MB^^IQ*:DQ* jmd dA 

. * ^ /Qa : DQa < IN^ • DN' NK, muss auch 

FD:DL<:FD:DXf 
also DL > DX und die in dem Kegel IDK liegende Hyper- 
bel ungleich der gegebenen DE sein. 

Wäre nun zweitens 

4M^ : MB^ < FD : DL, so ist, da 
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= GO : aG,*auch 
GO:aG<:FD:DL 
und Bian kann also anf aG eintn Punkt 12 bestinuneni 
so dasB 

QO:ORs=zFD:DL 
. und 6jR<:aG ist; zieht man dann duteh R eine Parallele 

mit FDy 80 triflft diese den Kreis in zwei Punkten / und S, 
Man ziehe dann 10, welche FD in P schneidet, FI, DIj ver- 
längere FI um ID l)is K und bcsclireihe einen «geraden Ke- 
gel, dessen Spitze / und dessen Grundtiäclic ein auf der 
Ebene EDF lotbrechter Kreis mit dem Durchmesaer DK ist, 
so B(^neidet dieser die Ebene EDF in der gegebenen Hy- 
perbel Nack der besdiriebenen Constmction leoehtet ^in, 
dasB der erhaltene Kegel von der Ebene SDF in einer Ify- 
perbel geschnitten wird, deren aur BDauptachie geh^Jriges lar 
tns transyersnm DF ist; wäre nun DX das angehörige latus 
rectum, so ist 

DF : DX r= : DN - NK und da 
IN :DN=PD :JP und 
IN:NKz=PF:IP, so ist 
IN^ iDN*NK = PD»PF:IP^ = IP'POiIF^ =iPO:PI 

=^OGiGR^FD:DL, 
mithin DXssi DL und folglich die durch den Kegel DIK in 
d^ Ebene PDE erhaltene Hyperbel congment • der gege- 
benen. 

Auf gleiche Weise kann der Punkt Ä die Spitze eines 
geraden Kegels werden, der die verlangte Hyperbel enthält. 
Ausser diesen beiden Kegeln ist aber kein dritter mit ABC 
ähnlicher gerader Kegel möglich, dessen Spitze auf derselben 
Seite der Ebene EDF liegt, der diese Ebene in der gegebe- 
nen Hyperbel schneidet; denn nach dem früher Geaseigtöi 
mttaste seine Spitae T in dem Kreisbogen FaD liegen und 
wenn man TO zöge, das FD in U ttOie, so wttrde man lUm- 
lieh wie oben erhalten 

OU:ÜT=zOG:GR, 

was unmöglich ist. 

Wenn endlich drittens 

AM' : MB^ > FD:DL, 
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so ist es Uberluiupt nicht möglich^ einen Kegel zu conetniiren, 
der dem gegebenen ähnlich wäre und die Hyperbel DE ent- 
hielte ; denn, wenn / die Spitze eines solchen wäre^ so müaste 
nach dam oben Bewieseiieii / in d«n KroiBbogen fShet FD 
liegen, nnd da 

FDiDL = OPlIP , AM*: Bm = OGiGa, 
wie obto gezeigt ist, so müsste 

OG:GcL> OP:PI, 
d. h. grösser OG'.GR sein, was unmöglich ist. 

§. 33. Aufgabe 6. Einen geraden Kegel zu finden, 
der einem gegebenen Kegel äbnlLoh ist und eine gegebene 
Ellipse enthält 

. Sei 'Oin gerader Kegel ABC und eine Ellipse J^F ge-nff.872A u. 
' geben,, deren anr Hauptachse gehöriges latus tiensTersum 
DF nnd latus fectum2>L ist nnd sei TerUingt, einen mMABC 
lümficlwii Eeg^ m constrniren, der die Ellipse DEF enihSlt. 

' Man errichte in der Geraden BF eine auf der Ebene 
DEF lothrechte Ebene und beselireibe in derselben über DF 
als Sehne einen Kreisbogen, der den Winkel A als Periphe- 
riewinkel enthält, halbire diesen Kreisbogen im Punkte O 
und ziehe von 0 an die verlängerte DF Linien OP, OVy die 
deü -KMls beaiehlich m 1, 8 treffen, so dass 

OP :Pr=: OK: TO = DF:2)Ir 
isty ^eilihide binen der Punkte / oder 8, etWk / mit D und 
F| Sjchneide JD i^on IF ab zum Punkt so jst ein Kegel, 
dessen Spitze in / liegt und dessen Grundfläche ein tiher 
DK als Durchmesser in der auf IDK lothrechten Ebene be- 
schriebener Kreiß ist, der verlangte. 
: Man ziehe von / eine Parallele mit DF, die die verlän- 
. gerto DK in N trifft. Der Kegel IDK ist nun 2nmächst ähn- 
lich mit ABCf da der Winkel / als Peripheriewinkel gleich 
Winkel A ist 

. Sei. nun DX das amu Durchmesser DF gehörige latus 
reetam der Ellipse, in welcher die Ebene DEF diesen Siegel 
schneidet^ so ist nach L 13. 

DF:DX=im:NK'ND. 

Ferner, da die Winkel OIF, FID, D/f zusammen zwei Rechte 
betragen und OTF, FID zusammen gleich dem halben Bogen 
OFD sind; muss DIP gleich dem halben übrigen Bogen DIO^ 
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also auch gleicli dem halben Bogen FSO oder gleich dem 
Winkel OJF &ein, woraus leicht folgt, dass FO parallel 
DK iBt. 

Dann muss wegen des Parallelogramms INDP 

IN:ND=:PD:PI 
und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke IKN nnd PIF 

INiNK^PFiPI, also 
imiND'm:=iPD> PFiPP = P/. PO: PA = PO:P/ 

= DF:DL sein, d. h. 
I DF'.DX—DF.DL, ' 

also DX=DL und also die durch den Kegel DIK, in der 
Ebene DEF erhaltene Ellipse congruent der gegebenen sein. 

Es leuchtet von selbst ein, dass aii«b der Funkt S ganz 
auf dieseli^ «Weise «L» J. cor Spkae eines Xegek gemacht 
werde». kann» der die gegebene Ellipse eDthifitt. t.. « 

Ausser diesen beiden aber kann kein dritter Kegel g^ 
fanden werden ; der lUinlich BAO ist, deesen Spitse anf. der- 
selben Seite der Ebene DEF liegt als die Eonkte I lind 8 
und der die gegebene Ellipse enthält. Denn wäre T die 
Spitze eines solchen, so müsste T in der Ebene DOF und 
in dem Kreisbogen DOF sich befinden, wie früher gezeigt 
ist. Jüan ziehe also TD, TF, schneide auf letzterer Linie TD 
ab zum Ponkt, Y und ziehe von T eine Parallele mit DF, 
die die Terlängttcte DY mZ schneidet^ siehe hmer <0T, wel- 
ches die verljlngerte OT in ü trifft; dann yerhielte sich in 
der durch .den £egel DTY eriiakenen. Ellipse. da« .lAtns trans- 
versum zum lalus .cectnin w|b . .. ■ 

TZ^ .ZYZD^ UD' UF: UV = ÜT- UOiüT^ =? UO: ÜT 
und müsste also, wenn diese Ellipse der gegebenen congruent 
aeiii sollte, UO.UT = PO.PI sein, was unniöglich ist. 

Also giebt es ausser den beiden Kegeln, deren Spitzen 
/ und S sind, keinen dritten^ der den Bedingungen der Auf- 
gabe gentigt ' > ' 
I • ■ 
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Acht Lemmata des Abdolmelek von ScUras^ 

ivele)i6 1^1 den Beweisen des siebenten Baclies vonusgesetK^ .werden. 

I/etttttia L Wenn eine Gerade AB durch die Punkte 374. 
C' und D bdüebig geibeüt wird, bo ist das Quadrat der Summe 
Yon AB nnd BC gleidi dem vierfaaben Bechteck ans BD 
und der Bnnme von AB mid CD, vermehrt um das Quadrat 
der Summe von AD xtnd CD. 

Man mache auf der verlängerten ein Stück BK=zBC 
und ebenso auch DZ — DC, nenne H die j\rittc von ZKj so 
ist ZK=^2BD, mithin ZH=i BD und HB=zDZ= CD. 

Nun ist 

AK^^AZ^ +2AZ'ZK + ZK^ssAZ^ 4AZ'ZH+4Zm 

^AZ^ + 4Aff^ZH, 
aliO (AB + BC)^ « + C2))a + ^AB + CD) • BD. 
6^ d. 

Lemma IT. Wenn eine Gerade AB durch die Ptmkte Fig . »4. 

Cj D beliebig gcthcilt wird, so ist die Summe der Quadrate 
von AB und BC gleich der Summe der Quadrate von AD 
und DCj vermehrt um das doppelte liechteck aus BD und 
der Summe von AB mid CD. 
Es ist 

ABf^'^BC^^AD^+2AD -BD +B2>^ H-CD* +2GD *BD +BD^ 
^AD^ + CD^ + 252). (AD+BD-^^ CD) 
^AD^+CD^ + 2BD'lAB + CDy q. e. d. 
Lemma IIL Wenn eine Gerade durch die Pmikte Cng. sts. 

und D 80 getheilt wird, dass AC=BD ist, und in CD der 
Punkt K beliebig angenommen wird, so ist: 

AD^- + == AK'- 4- BK'- -\- 2CK KD. 
Wenn K die Mitte von CD ist^ so ist der »Satz nach Euclid. 
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II. 9. klar, ist <las aber nicht der Fall, &o sei Z die Mitte 

von CDj dann ist 

AD"^ -I- B7)2 = 2^Z2 + 2ZZ)^ 

+ BiC^ +2C!ir.£D. q.e.a. 

Fi«. 376. Lemma IV. Wenn eine Gerade durch die Punkte 
C und D so g;ctheilt wird^ dass AC = ß/) ist, und Z die 
Mitte von CT), A' ein beliebip^er Punkt in CZ, ein solcher 
Funkt in BZ ist, dass ZK > Z// ist, so ist 

AH^ -h Ä//» + 2iCff . (i2B — iü4) = + ÄSC». 
Es 'bt 

^ + JWT» = 2^ + 223P. 
Macht man nun noch ZL^ZK, so ist naeh yorigem 
Satz: 

BK^ ^ AIP + Bm + 2 KH' LH 

= . / rr- 4- Bfr^ + 2 /r/f . (/fß — bl) 

= A1P 4- jB//2 4- 2Äjf/.(/iß— JL4).q.e.d. 

Fig. 876. Lemma V. Sei unter denselben Voraussetzungen als 
im vorigen Satz noch Z7 = Zff angenommen, so ist: 
ABZ* ZT+ 2KT' TB + 43!Z* = 2BT*(KZ +'ZT). 
Es ist: 

4BZ'ZT-['2Kt» TB + 4tTZ^ =^4TZ' ßT+ 2KT* TB 

' • z=2BT'(^TZ-\-KT) 

= 2 BT' {TZ + KZ). <i.e.d. 

Fig. 376. Lemma VI. Unter densell)en Voraussetzungen ist: 

4AT' + 4 TZ^ = A2^ BT», 

Es ist. 

AT^-\-BT^^2AZ^+ 2TZ^ ^2{AT+ TZ)^+^TZ* 

^2At^+4AT'TZ+ATZ» 

==2AT'{AT-it2TZ)'\-4TZ* 

= 2^r.OT+4rZ2. q. e. d. 

Fiff. S7C Lemma VII. Unter denselben Voraussetzungen ist 
auch 2 AB • CZ = BC^ ---AC». 
Es ist . 

BC^ — ACi = ABr(BC'^AC)^AB'2CZq. e. d. 
riK. S77t Lemma Vlll, Wenn zwei Linien .^C, i>Z. durch zwei 
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Punkte B und Ä so getliellt werden , daas AB > BC und 
.DK j>ZK und AB\BC> DK'.KZ, so ist: 

AC^ : AB^ + i?C'2 < DZ- : DK' -f ÄZ«. 
Mau theile AC noch durch den Punkt Hj so dass 

^ i>iC;£^, so ist auch 
. ÄCiCH =^ DZxZK rm^ 
. ^C:^=D^:i)iK; mithin auch ^ 
ACf*:AIP + Off» =zDZ*:DlP ^ZK^, 
aber -f jgt kleiner als ^i52 -f- BC', mithin ist 

^C- : AB' + -ßC"' < ^C- : AH' + also auch 

AC^ i AB^ + BO^ <; i^Z^ . 4. ^^^2^ 



Siebentes Buch des Apollonius von Perga über 

Kegelschnitte. 



ApoHonius grossC den Attalas. 

Ich sende Dir zugleich mijt Diesem das siebente Buch 
der Kegelschnitte^ in welchem sidi sehr viele neue Sätse in 
Besng auf die Durchmesser der Schnitte und die au ihnen 
gehörigen Rechteck^ befinden ; welch^ alle nützlich sind für 

die Behandlung vieler Arten von Aufgaben und besonders 

tür deren Detenniuatlonen (diopiafjLcTq). Viele Beispiele hier- 
für finden sich bei den bestimmten Aufgaben über die Ke- 
gelschnitte, die ich im achten Buche aufgelöst und bewiesen 
habe, welches Buch die Stelle eines Anhangs zum siebenten 
vertritt, den ich Dir sobald als möglich ausenden werde. 
Lebe wohll 

§. 1. Lebrsate 1. Wenn die Achse einer Parabel über- 
den Schdtel um das latus rectum Terl&ngert und vom Schei- 
tel eine beliebige Linie an den Umfang so wie von diesem 
Punkt im Umfang die Ordinate an die Achse gezogen wird, 
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80 ist das Quadrat der vom Sclieitel an den Umfanp^ p^ezo- 
genen Linie gleich dem liechteck aus den beiden Abschnit- 
ten auf der Achse, die vom Fusspunkt der Ordinate bis 
zum Sc heitel und bis zu dem vorher crhalteaeB Endpunkt 
der VerliingeniBg reielien. 

Sei AC eine Parabel^ AD die AchM; die Uber A- ii!iiiiff; 8f& 
das latus rectum bis B verlängei-t ist, tixid die Linie AC an 
den Umfang so wie die Ordinate CD gesogen, sa wird 
behauptet : AC^ = AD • BD, 

Es ist . 
AC^ = ^7)2 =AD 'AB-\- AD^ = AD • DB. q. e. d. 

§. 2. Lehrsatz 2. Wenn die Hauptachse einer Hyper- 
bel durcli einen Punkt nach dem VerhältnisB der Seiten des* 
zugehörigen Beohtecks getheilt wird und Ton demjenigen 
Endpunkt derselben , den das dem latus rectum ent- 
sprechende Stlück stössty eine Linie an den Umfang i^o in» 
Ton dem so erhaltenesi Punkt des Umfangä eine Ordinate - 
gezogen wird, so verliält sicli das Quadrat der an den Um- 
fang gezogenen Linie zum Rechteck aus den beiden Ab- 
schnitten der Achse, die zwischen dem Fusspunkt der Ordi- - 
iiate und den Endpunkten des dem latus rectum entsprechen- 
den Stücks liegen, wie das latus transversum zn dem andern 
Stück. Das dem latus rectum entsprechende Stück des latus 
transversum soll die , homologe Gkrade* heissen. 

Sei AB das latus transversum, AL das latus rectttm Ftg. 379« 
einer Hyperbel und ersteres' durch einen auf ihm selbst lie- 
genden Punkt i) so getheilt; dass AD:BD = ALiAB ist, sei 
AE eine beliebige Linie von A an den Umfang der Hyper- 
bel und EF die Ordinate von E. so wird behauptet: 

AE^:FA'FD = AB:BD. 

Man bestimme noch einen Punkt G auf der verlängerten 
AF, so dass GF'FA:=£^ ist. Dana ist 

EF*:FA>FBtsaAL:AB^AD:BD, mithin auch , 
GF'FAiFA • FB oder 
GF:FB = AD:BD oder componendo 
GB:FB=^AB:BD 
und durcli Addition oder Subtraktion der correspondirenden 
Glieder GA:FD = AB:BD, also auch 

GA*FA:FA*FD^AB:BD, aber 
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also ist gea^igi^ dass <• ' 

AE^ :FA . FD = ABiBD. q. e. d. 
§. 3. li^hffMte 3. Wenn eine dev beiden Achsen einer 
Enipse Uber einen Endpunkt hinaus so Terlingert wd, dass 
diQ AlMiiQiiide des Endpunktes der yerläiig«nuig von den 
Endpnnklen 4er Achse Bioh wie 4ie. Seiten des «ngehdrigen 
Rechtecks verhalten^ und von demjenigen Scheitel ^ an wel- 
chen das dem latus rectum entsprechende Stück stösst, eine 
Liule an den Umfang so wie von dem so erluiltenen Punkt 
des Umfaugs eine Ordinate gezogen wird, so verhält sich 
das Quadrat -der an den Umfang gezogenen LiBie zum 
Rechteck aus den Abschnitten der Achse, die zwischen dem 
Fttsspunkt dsr Ordinate und den beiden Endpnnkteik des 
dem latos. /rectnm entspveebenden Stacks liegen, wie das latus 
transyersma sü dem- Sttck, das ihm entspricht. Dis Stttck 
aber, das 4e9L Istua- rectum entaprieht, hiiBst die homologe 
Gerade.* 

Sei AB die grosse oder kleine Achse einer Ellipse, AL Fig. ssoa 
das zugebörig(! latus rectum, D ein Punkt der verlängerten 
ABy 80 dsis& ADiBD = AL:AB ist, ferner eine beliebige 
Linie von A im .4<cn Umfang und die Ordinate in: ihrem 
Endpunkti sp ist>zu ad^en,; dass ' . < ! ' ' 

AE^lFA'FD^=»AB:BD. i •>•!> i!-.- 
\<^ljAnYitlfPl¥Pni^-i>Och^«^^ Punkt G iü der Achse,- sö daks 
G!F*!n^'r^'i»t- Man hat nun > ' ^ > ' 

EF^ :FA ' FB = AL'.AB = AD: BD , mithin auch 
GF . FA i FA'FB== GF ; FB^AD : BD, woraus dividendo 

GB :FB = AB : BD 
und durch Addition oder Subtractiou der correspoudireuden 
Glieder: 

OAiFJ>^AB:BD, abo 

GA'FA:^GF FA + FA^^SFi^+FA^>^AE*, ako 
AE^iFA'FD^ABiBD. q. e. d. 

§. 4. Lehrsatz 4. Bei jeder Hyperbel oder Ellipse ver- 
hält sich das Quadrat des Stücks einer Tangente vom Be- 
rührungspunkt bis zum Durchschnitt mit der Hauptaclise zu 
dem Quadrat des der Tangente parallelen Halbmessers wie 
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das Stttck der HatqptadliBe Bwischen der Tangente und der 
Ordinate in ihrem BerQhnmgspnnkt za dem Stück zwischen 

dieser Ordinate und dem Mittelpunkt. 
Fig. 381a Sei in einem Punkt E einer Hyperbel oder Ellipse bis 
au die Hauptachse die Tangente ED und die Ordinate EF 
so wie durch den Mittelpunkt C der mit ED parallele Halb- 
messer CG gezogen, so wird behauptet DE- .CG^ =:zDF:CF. 

Man errichte in A und D Lothe auf der Achse ^ deren 
ersteres DE und CE beziehlich in / und K, deren letzteres 
CE mH trifft. Nennt man nun » das halbe zu CE geh^ge 
latus rectum^ so ist nach I. 50. 

EKzET^ ED:x, also auch 
EH:ED = ED:x oder 
EH: ED = CE ' ED : CE ^ a: 
und da CE - x — CG- ist, so erhält man, wenn man in den 
mittleren Gliedern CK und ED vertauscht, 

EHiC£=:ED^ :CO^, und folglich auch . 
DF: CF=zED^ : CQK q. e. d. 
§. 5. Lelirsais 5. Das zu einem belielngen Durdimesser 
einer Parabel gehörige latus rectum ist gleich dem zur 
Hauptachse gehörigen latus rectum, vermehrt um das vier- 
fache Stück dieser Achse, das zwischen ihrem Scheitel und 
dem Fusspunkte des vom Sclieitel des erstgenannten Durch- 
messers auf sie gefällten Lothes liegt. 
Hg. SM. Sei AB eine Parabel; A der Scheitel der Hauptachse, B 
der eines beliebigen anderen Durchmessers BD und BE die 
von B an die Hauptachse gezogene Ordinate; sind nun r^r, 
die zu AE, BD gehörigen latera recta, so ist zu zeigen, dass 

Man ziehe noch in B die Tangente BF bis an die 

Hauptachse und emchte in A ein Loth, das BF in G, die 
verlängerte DB in H sclmeidet, und in B die Normalp BI 
auf der Tangente BF bis zur Achse. 
Nun ist nach I. 49. 

BH:BG = 2 BF.r, 
und da wegen Aehnlichkeit der Dreiecke HBO und BFI 

BHiBG^FBiFI, ist anch 
ÄF: J7=2ÄF:r„ also 
r,=2F/=:2ZB + 4-^(1. 35). 
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Da aber 

BE^ =IE'EF=2IE'EA 
ans dem rechtwinkligen Dreieck IBF und gleich r • EA nach 
L 11., ist 2IB^r, (was Auch aus V. 13. folgt )^ und «Uo 

• r, asr + q. e. d. 

$• 6. Lehrsais 6« Werden auf der Hauptachse einer 
Hj^erbel von den beiden Scheiteln nach dem Mittelpunkt 
Bu die homologen Geraden abgeschnitten und ron einem be- 
liebigen Funkt des Umfangs eine Ordinate an die Hauptachse 
gezogen, so verhalten sich die iVbschnitte der letzteren vom 
Fusspunkt der Ordinate bis zu den erlialtoncn Endpunkten 
der beiden homologen Geraden wie die Quadrate der beiden 
conjugirten Durchmesser, welche den Verbindungslinien des 
im Umfang angenommenen Punktes mit den beiden Scheiteln 
der Hai^tachse parallel sind. , 

Seien Ton den Sehetteln Af B der Hauptachse einer Hy- rig. sss« 
pei1>el naeh dtai Mittelpunkt zu die homologen Geraden bu ""^ 
den Punkten D, E abgeschnitten^ von ein^m beliebigen Punkt 
K des Umtangs die Ordinate KL so wie die Linien KA, AB 
und damit parallel die Durchmesser HI, FG gezogen , so ist 
zunächst klar, dass diese Durchmesser conjugirte sind, da sie 
von der Mitte C der einen Seite des Dreiecks AKB parallel 
den beiden andern Seiten gezogen sind und also die andern 
Seiten^ welche Sehnen sind, halbiren, ako jeder derselben 
die "dte endem parallelen Sehnen halbirt; es wird nun be- 
hilinpifl:)'^^! 

' Man ziehe von F die Ordinate FN so wie die Tangente 
an die Achse. 
Nach §. 2. ist 

AK^ iLD'LA^ BK' : LE ^ LB =z AB : BD 
imd da wegen Aehnlichkcit der Dreiecke AKB und FOC 

AK:BK=^FO:CF, erhält man leicht 
.\ FO^iFC^^LD^LAiLB'LB. 
(*r W^f^ haben wir 

:-v : F0^:F(P^LD'N0:LE'2>WmänMi\i 4u 

' CH- :FO^=NC:NO, 
welches mit der vorigen Zeile zusammengesetzt giebt: 

Apollonias I Kegelscbuitto. 17 



CW' :CF^ =LD : LE oder auch 
HT« : FG2 r= LD : LE. q. e. d. 

§. 7. Lehrsatz 7. Werden auf einer Achse einer El- 
lipse von den beiden Scheiteln aus die zugehörigen homo- 
logen Geraden abgeschnitten und zwar auf den Verlängerun- 
gen nach der dem Mittelpunkt abgewaadten Seite bei der 
grossen Achse, bei der kleinen dagegen Uber den Mittelpunkt 
hinweg; und werden von einem beliebigen Punkt des Um- 
fangs Verbindungslinien ^ nach den Sdieiteln der Achse so 
wie eine Ordinate an diese gezogen, so verhalten sich die 
Quadrate der conjugirten Durchmesser, welche den erwähu- 
ten Verbindungslinien parallel sind, wie die Abschnitte, welche 
auf der Achse zwischen dem Fusspunkt der Ordinate und 
den beiden Endpunkten der homologen Geraden liegen. 

Seien AD, BE die homologen Geraden von den Schei- 
teln der Achse einer Ellipse ans auf dieser abgeschnitten und 
Bwar bei der grossen Achse nach aussen > bei der kleinen 
nach innen zu, femer von einem Punkt K des Um&ngs die 
Linien KAj KB und die Ordinate 'jKL gezogen, so wird, wenn 
FG, HI die den Linien iLß, KA parallelen Durchmesser sind, 
behauptet: 

FG^iHP =LE:LD. 
Dass FG, HI conjugirte Durchmesser sind, erhellt aber sehr 
leicht daraus, dass jeder von ihnen eine dem andern parallele 
Sehne halbirt. 

Man ziehe nun noch von F an die Tangente FO und 
die Ordinate FN an die Achse. Nun ist nach §• 9. 
AK^ iLA' LD =1 BK^ iLB ' LE^ ABxBD 

und da wegen Aehnlicbkeit der Dreiecke AKB und OFC 

AK:BK = FO:FC 

ist; so hat man auch 

F02 : F6'2 = LA 'LD:LB 'LE, 
und da ans Aehnlicbkeit der Figuren AKBL, OFCN 

LA:LB = NO:NC, erhält man' 
FO^zFC^ =::m'LD:NC'LM', nach §. 4. ist aber 
Cm:FO*=zNC :N0, woraus durch Zar 
sammensetzuiig entsteht* 

Cfl2 : FCr^ =LD :LE oder auch 
Zff2 :FG^ = LD:LE. q. e. d. 
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Aiiiii. Es «dMUk «gleich ld«nui», dasi, wvaa di« von JT geftOle (M- 
mite den Iffittelpunkt trfM, Ae eonjogirten Dnrehmener Lander g^dch dnd. 

§. 8. Lehrsatz 8. Sei übrigens unter denselben Vor- Fig. sss und 

aussetzungen als in den beiden vorigen Sätzen bei Hyperbel 

oder Ellipse die Linie LE noch um die mittlere Proportionale 

zwischen LD und LE verlängert bis zum Punkt P, so wird 

behauptet: 

Es ist nach vorigem Satz: 

1) CmiCF^=:^LD:LE=LD-LE:LE^=EP^:LE^, also 

2) CÄ" : CF= £P:LjE; imd componeudo 

3) CF :CH+ CF=LE : LP, also auch 

4) CF^ : (CH i- CF) = LE^ : LP^ oder ^ 

5) CF^iLE^=z{CH+CF)^iLP^. 
Knn ist femer 

6) Gpa : CO» = BK^ : BA^, 
aber nach §. 6. ist 

7) BJB>:LB'LE^ABiBD — AB*iAB-BD,tidÜsm 

8) CF^ : CO^ = LB - LE : AB • BD, und da 

9) LB :AB = NC : CO = CA- : CO', erhalten wir 

10) CF2 : C02 = CA^ 'LE : CO^ • BD oder 

11) CF' : LE = . oder 

12) CF^'.LE^ = CA^:BD'LE, 
welches in (5) eingesetzt giebt: 

CA^:BD-LE:=(CH+ CF)^iLP^ oder 
4:CA^:4:'(CH+CF^):=^BD'LE:LP», d.i. 
AB^i(HT-]- FG)^ :==BD'LEt LF^, q. e. d. 

§. 9. Lehrsatz 9. Unter denselben Voraussetzungen FiK.a8SaDd 
als im sechsten und siebenten Satz wird behauptet; das», **** 
wenn die mittlere Proportionale zwischen LD und LE von 
E aus auf EL bis zum Punkt Q abgeschnitten wird, 

AB^zim-^HI)^ ^LE'BD'.LQ^, 

Aus Zeile (2) des vorigen Beweises ergiebt sich divi- 
d^iidi^oi^leich: 

;^^V^;^i- CF:CF^CH=^LE:LQ oder 

und setzen wir den in Zeile (12) des vorigen Beweises cf* 
haltenen. JiYerth von CF^iLE^ ein, so erhalten wir sogleich 
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CA^ : (CF — CÄ)» ^BD'LEi LQ^ oder auch 

Fig.s8Siiiid §• 10. Lehrsatz .10. Unter denselben Voraussetzimgen 
^ als in den vorigen Sätzen wird behauptet: 

: FG • HT=: BD: EP. 

Aus der Zeile (2) des Beweises zu §. 8. ergiebt sich 
sogleich : 

CF' CH: CF'- =EP:LE 
und da nach Zeile (11) ebendaselbst 

CF^ iLE^CA^ :BD, 

80 entsteht sogleich 

CF'CHiCA^==EPzBD 
oder, indem man die Glieder des ersten Verhältnisses ver~ 
Tierfacht und die Ordnung umstellt: 

AB* iFQ^m^BDiEP. q. e. d. 

Fiff.88»iiad' §• 11« Lehrsatz 11« Unter denselben Voraussetzungen 
**** wird behauptet: 

AB*:FO*+HP=^BD:LD + LE. 
Es ist aus §§. 6 und 7. 

CH^iCF* =iLD:LE, ako 
CFi:Cm + CF^=LB:LD + LB 
und ersetzt man nach Zeile (11) des Beweises zu §. 8. 
CF2 : LE durch CA- : BD, so erhält man 

CA^ : cm + r;F2 z=BD :LD-1^ LE 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierlaeht; 

AB^ iFG^ -i- Jü^ = BD :LD LE. q. e. d- 

§. 12. Lehrsatz 12. Die Summe der Quadrate zweier 

beliebiger conjugirter Durchmesser einer Ellipse ist gleich 
der Summe der Quadrate ihrer Achsen. 
Flg. 884- S<^i <3er Figur des siebenten Satzes noch die kleine 
Achse RS gezeichnet j da nun 

AE:EB = t:r, ist AE:EB = AB^ :RS^, also 
AEiAE -\-EB = AB^zAB^ + R8^ und da 
AE^BD, auch BJ):BJ> + BE^AB* : AB^ + B8*, 
mithin da BD BE ssz LD + LEz=z DE ut, nach dem vori- 
gen Satz auch 

AB*:FG* + HP=zAB*:AB*-\-R8*, d. h. 
FG* +HI^ = AB'- RSK q. e. d. 
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§. 13. Leiirnatz 13. Der Unterschied der Quadrate 
irgend zweier conjugirter Durclimesser einer Hyperbel ist 
gleich dem UnterBchied der Quadrate ihrer Achsen. 

Sei in der Figur des f. 6. noch die zweite Achse ns-tas. 
R8 gezeichnet; da nnn nach Constmction AB:BE=^i:r, 
ist auch 

1) AE : BE = AB^ : \RS\ aho 
AE:AE — BE = AB^:AB^—RS^,, 

oder, da AE = BD ist, 

2) m>:DE== AB^ : AB^ — RS^. 
Es ist aber ans §. 6. 

Cö* : CF^ = LD:LE, also 

und da nach Zeile (11) aus §. 8. 

CF^xLE^ CA^ : SD, so erhalten wir 

CA': CF^ — CH* = BD:DE, 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierfacht: 

AB^ '.FG^ — ^BDiDE, 
welches mit (2) verglichen ergiebt 

JB2 : FG-" — HP = AB^ : AB'- ^ R8^, mithin 
FG^ --^HI^ = AB^ — ÄS», q. e. d, 

§. 14. Lehrsatz 14. Es wird bei der Ellipse unter pig. ss*. 
Beibehaltung der Bezeichnungen von §. 7. ferner behauptet: 

AB'- :FG'-^HP=BD:2 CL. 
Ans der in §. 7. gegebenen Zeile 

CF^iCH^ =LE:LD folgt 
CF^iCF^^Cm^LEtLE^LD, aber 
IrJB— XD=:CB+ CL — {CE'^CL)^2CL 
und setst man nocli nach Zeile (11) aus §. 8. 

CF* : LB^ CA* : BD, so erhSlt man 
CA^ : CF^ — = BD :2CL 
oder, wenn man die Vorderglieder vervierfacht: 

AB^ iFG^ — Hl^ =:BDi2CL.q^.Q. d. 

8« 15. Lehrsatz 15. Wenn die Figuren der §§. 6Fig.3^und 
und 7. für Hyperbel und Ellipse beibehalten werden und p 

das zu FG gehörige latus rectum bedeutet, so ist 

AB^'.p^ =BD'LE'.LD^. 
Es ist nach §§. 6 und 7. 



Digitized by Google 



262 



1) CF^.CIP=LE:LD, 
und da CF^ : CH* FG i p, 

2) FGip^LEiLDf naOmk 

aus Z&a» (11) in §. 8. 

CF^ :LE= CA^ : BD erhält man locht ' 
4) 4CF^ :LE~ =4CA^ iLE'BD, 

welches in (3) eingesetzt crgiebt 

4 : p2 = LE . BD : LD^, q. e. d. 
Fig ?<H^ „nd §. 16. Lehrsatz 16. £s ist unter Beibebaltnng dersdr 
ben Voransaetaangen za beweisen: 

AB^ :{FG - py ^ BD' LE: (LE — LDy. 
Ana Zeile (2) des vorigen Satzes erhalten wir Imcht 

FG:FG — p=iLE:LE—LD, also aach 
FG^ : (FG — = LE* : (LE-- LDy, 
und setzen wir hierin aus Zeile (4) des vorip^en Satzes für 
FG2 : LE^ seinen Werth AB^ : BD - LE, so erhalten wir die 
Behauptung: 

AB^ : {FG — py = BD'LE: (LE - LD)K 
Flg. 983 nnd §. 17. Lehrsatz 17. Unter denselben Voraussetzongen 
als voller wird behauptet: 

AB* :(FG + py = LE BD: {LE-\- LDy. 
Ans Zeile (2) des §. 15. erhalten wir eomponendo 
FG:FG-{^ p = LE:LE-{-LD oder 
FG^ : (FG 4- py = LE^ : (LE + LDy-, 
und wird wieder statt FG- : LE- sein Werth AB^ iBD-LE 
eingesetzt; so entsteht die Behauptung: 

AB- : (FG -f py =LE BD i {LE + LDy. 
Fig. 3S.5 und §. 18. Lehrsatz IS. Unter denselben Voranssetzongen 
wird behauptet: , 

AB^iFG'P^BDxLD. 
Es ist nach Zeile (2) aus §. 15. 

FG:p = LE:LD, also 
FG^:FG'Q = LE:LD 
und setzt man nach Zeile (11) aus §. 8. statt FG^iLE sei- 
nen Werth AB- : BD, so entsteht sogleich 

AB' .FG'p = BD .LD. q. e. d. 
Fig. 988 and §* 1^. Lehrsatz 19. Es ist ehen so zu beweisen: 
^ JB*:FQ* +p*=^BD'LE:LD*+LE*. 
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Aus Zeile (2) §. 15. erhalten wir 

FG^- : FG^ + p2 3= LEi : LD^ 4 LE^ 
und wird statt FG^iLE^ sein Werth AB^iLE'BD aus 
Zeile (4) §. lÖ. gesetEt, so entsteht die Behauptung 
^» +p» =BD.IrÄ:U)» + LE^. 

§. 20. Lehrsatz 20. Unter denselben Voraussetzungen Fig. sss und 
wird endlich behauptet: 

AB^ :FG^-—p^=BD'LE: LE^ — LD^. 

Auf gleiche Weise als im vorigen Satz entsteht divi- 
dendo ans Zeile (2) des §. 15. . 

und ersetzt man FG^ :LE^ ^ durch AB^ :LE* BD, so ent- 
steht 

AB^ iFG^-^p^^LE'BDiLE^'-LDK q. e.d. 

§. 21. Lehmats 21. Wenn bei einer Hyperbel die 
Hauptachse grösser als die zweite Achse ist, so ist jeder 
Querdurchmesser grösser als sein conjugirter zweiter oder 
Längsdurchmesser; das Vcrhältniss der ersten Achse zur 
zweiten ist in diesem Falle grösser als das Verhältniss irgend 
eines ersten Durchmessers zu seinem conjugirten und jedes 
solches Verh&ltniss ist grösser als das zweier andern con- 
jugirter Durchmesser^ die den Achsen entfernter liegen. 

Sei AB die Hauptachse einer Hyperbel, grösser als die Fig. m 
zweite Adise RS, und FG, F^G^ zwei andere erste Durch- 
messer, deren conjugirte beziehlich HI, H^I^ sind, und zwar 
FG der Achse AB näher als F^ G , , so wird behauptet * 

1) FG:> HI , F^G,:> HJ, imd 

2) AB:RS> FG:HI> F,G, :H,I,. 

Seien von A und B aus die homologen Geraden AD, 
BE auf der Achse abgeschnitten, so wird, da AB grösser als 
sein latus rectum ist, AD kleiner als die halbe Achse AC 
sdn; man ziehe nun von A Parallelen mit den Tangenten 
in F und , welche die Hyperbel beziehlich in K und iT, 
treffen, und von K, die Ordinaten KL, K^L^, so ist 
nach §. 6. 

FG^ iHI^ =LE:LD, F^G\ ,HJ\^L^E'.L^D, 

mithin, da 

LE:>LD, L^E>L^D, auch FG> HI , F^G^^HJ^. 
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Da aber auch 

ondy wie leicht einzusehen^ 

so folgt Ton selbBt aneh: 

AB* :E8* > FQ^ : JZP > : H^^, ako auch 
AB:R8:>FG:m> F,G, '.H,I,. q. e. d. 
§. 22. Lehrsatz 22. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel kleiner als die zweite Achse ist, so ist auch jeder 
Querdurchmesser kleiner als der ihm conjugirte zweite Durch- 
messer und" das Verhältniss der Hauptachse zur zweiten Achse 
ist kleiner als das eines jeden andern ersten Durchmessers 
zu seinem conjugirten , jedes solche Verh&ltiuss aber kleiner 
als das eines von der Hanptachse entfernteren DorchmeBBen 
211 seinem eonjngirten. 
itf. 886. Seien dieselben Linien als im Yorigen Sats an dner 
Hyperbel; deren Haaptachse AB kleiner als die zweite Achse 
R8 ist, gezogen, dann ist jede der homologen Geraden AD, 
BE grösser als AC und da nach §. 6. 

FG- :HI^ =LE:LD , F,G\iHJ\ =L^ExL^D, 
so ergiebt sich von selbst, da 

LE<:LD, L^E<:L^Df auch 
FG<:m, <^,/t; da aber anch 
AB^'.RS^^ABir^AEiAD 
ist, xaiä, wie leicht einsusehen^ 

AE:AD<:LE:LD<:L^E:L^I>, 
so folgt von selbst auch 

AB:RS<.FG :HI<C F, G, : Ä",/,. q. e. d. 
§. 23. Lohrsalz 23. Wenn die beiden Achsen einer 
Hyperbel einander gleich sind, so ist auch jeder andere Durch- 
messer gleich seinem oonjugirten. 

Wenn die Achsen gleich sind, mnss nach I. 21. auch 
das latus transyersum AB gleich seinem sngeharigen latus • 
rectum sein> mithin ist in diesem Fall jede der homologen 
Creraden gleich AC und die Punkte D und E der yorigen 
Sätze fallen in dem IGttelpunkt zusammen; aus der Propor- 
tion der §§. 6 und 7. 

FG^ :HI^ = LE : LD wird daher 
FG^;m^=iLC:LC, 
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d. h. FG = HI und ein Gleiches gilt von jedem Paar con- 
jugirter Durchmesser. 

§. 24. Lehrsatz 24. Bei jeder EUipse kt das Verhält- 
nisB der grossen AcliBe znr kleinen grösser als das irgend 
eines andern grösseren Durchmessers an dem ihm conjngir- 
ten kleineren nnd jedes solche Verhähniss' wieder grösser als 
das eines von der Achse entfernteren Durchmessers zu dem 
ihm conjugirten kleineren. 

Seien AB, RS die Hauptacbscn einer Ellipse, FG, HI Fig. 3%7. 
und F^G^, H^I^ zwei Paar conjugirter Durchmesser, so dass 
sowohl i?'G> JÖ7 als iS'jG, > /i,/, ist, undjF,G, entfernter 
• Ton AB als. FG, so wird behauptet 

ABiR8>FGiHI>F^G^ :HJ^. 

Man ziehe noch von F und die Ordinaten FD, F^D^ 
an die grosse Achse, Ton H, die Ordinaten HE, H^B^ 
an die kldne. 

Nach I. 21. ist 

FD' :An'DB:= RS^- : AB^- oder 
FD^ : CAf- — CD^ = CR^ : CA, 
mithin FD- <: CA"^ — CD^ und wenn man auf beiden Seiten 
CD 2 addirty- CF^ < CA^, also auch FG < AB. Auf ähnliche 
Art ist 

HE^:RE'E8^AB^:J18^ oder 
HE^ xCR*-- CS» s CB» : CR», 
also HB» > CR^-^CB» nnd wenn man CE» addirt» CH»>CR» 
oder i£r> RS, mithin, ätk AB^ FG war, 

AB:RS:>FG:HL 

Ferner ist 

FD^ : CA^ — CZ)2 = F,D j : _ C2}f = RS^ : ^^^^ 
woraus durch Subtractiou der correspondirenden Glieder ent* 
steht: 

jP,Df — FD» : CD^ — CDJ = Ä8f« : mithin 
F,D} — FD» < C2>a — CD» oder 

DJ + CD} < CD» + ro», 

d. h. CJJ'J < CF» und also auch F^G^ <:FG, 
Auf gleiche Art haben wir 

HE^ : CR^ — CE2 = H^El : CR^ — CE] = 
woraus entsteht: 

ti^El — itß* : C£2 — CJBJ = -45« : ÄS^ also 
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/f , — ÄB2 > — CEJ oder 
^,£2 + CE] > C£;2 -I- ÄE^ 

d. i. CETf > Gff>^ also JJ,/, > HT; und da oben g^seigt ist 
1^,G| <ZFG, 80 ergiebt sich 

Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

A 11 TO. Aus dem Gesagten erhellt ferner von selbst, dass der Unterschied 
der Achsen Aß — BS grösser ist als der irgend eines Piviires coiijii;^'irtcr 
Durchmesser FG — MI und dieser wieder grösser als der Unterschied von 
den Achsen entfernterer Durchmesser F^G^ — so wie dass auch 

AB* — BS^ > FG^ — HI^ :>F^0\- HJ\. 
Ferner erbellt «ach, dait die ktera reeta, wdche xa den Darchmeseem ÄB^ 
FQf F^G^^ ^i^it SIf B8 gebdren, in der genannten Ordnung genommen 
immer grösser werden, da rie mit Ihren DnrchmeMem Bechtecke geben, wdche 
derBeihe nach gleich J19*, BT*, H^llt ^1^1% ^^'i ^ imaiu • 

grosser werden, wShraod die Dorcbmesfer sdbet in der genannten Ordnung 
an Grösse abnehmen« 

§. 25. Lehrsats 85. Bei der Hyperbel ist die Summe 

der Achsen kleiner als die irgend zweier andern conjugirter 
Durchmesser und jede solche Summe kleiner als die zweier 
conjugirter^ Durchmesser, welche von den Achsen entfernter 
liegen. 

Wg.38n und Seien ABj RS die Achsen, FG, HI, F^G^, H^I^ aw« 
^* Paar conjugirter Durchmesser einer Hyperbel in der ge- 
wohnten Ordnung, so wird b^liauptet 

AB-\-RS<:FG-\' m<:F^G, -i-i?,/,. 

Man zciclinc noch die conjugirten Hyperbeln und ziehe 
von F, F^ an die erste Achse die Ordinatcn FN, -f,iV,, von 
Hf an die zweite HOy H^O^y so leuchtet aus der Be- 
trachtung der Katheten der rechtwinkligen Dreiecke CFNf 
CF^N^, CHO, CHO^ ein, dass CA<CF<:CFi und CR 

< CH<i C^H^ ist, mithin ist auch 

CA-\- CB<: CF 4 C'//< CF, -f C/f, 

und was von den Iliilt'ten gilt, gilt auch von den Ganzen. 

Auch ohne Zuhülfenahme der conjugirten Hyperbeln 
folgt die Bichtigkeit der Behauptung daraus, dass CA<zCF 

< CP, und nach §• 13. 

CA^ — CR« ^CF^ •>^Cm=iCF\^ CH] 
ist, da dann auch nothwendig CR < CU < CH, sein muss. 
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§. 26. Lehrsatz 26. Bei der Jb^IIipae ist die Summe 
der Achsen kleiner als die Summe irgend zweier anderer 
oonjugirter DurchmesBer und jede solche Summe kleiner als 
die anderer conjugirter Durchmesser, welche Ton den Achsen 
entfernter liegen. Die unter sich gleichen conjugirten Durch- 
messer haben die grösste Summe unter allen. 

Seien AB, RS die Achsen, FG, HI ein Paar conjiigirterFig. «87. 
Durchmesser und F^G^ , H^I^ ein den Achsen entfernter 
liegendes Paar, LM , NO aber die einander gleichen conju- 
girten Durchmesser. Nach §. 24. ist 

AB\RS> FG:HI:> F^G, ://,/, >LM:NO, 
und folglich nach Lemma YIII. des Abdolmelek 

+ HJ^y : J^, Gff + ffil^i < {LM+ NOy : LBi* + JVO». 

Da aber nach §. 12. 
AB^ -\-R8^=FG^ +fl/a=F,G; +Ä7J=sLiMf» + IVO» 

ist, so folgt, dass 

AB ^ RS <:FG HI <: F^G^ + HJ^ <:LM-\- NO ist 
q. e. d. 

§. 27. Lehrsatz 27, Bei jeder Hyperbel oder Ellipse 
ist, wenn die Achsen ungleich sind, der Ueberschuss der 
grossen Achse über die kleine grösser als der irgend eines 
andern Durchmessers tlber seinen conjugirten und dieser 
Ueberschuss für den Achsen nShere Durchmesser grösser als 
für entferntere. 

Bei der Ellipse ist die Richtigkeit des Gesagten schon • 
in der Anmerkung zu §. 24. erwiesen. 

Bei der Plyperbcl folgt es unter Beibelialtung der Be- 
zeichnung von §. 25. leicht folgendermassen. Es ist nach §• 13. 

1) AB^ — ÄS* ^zFG^-^HI^^^F^Gl-^ H^I\ 
und nach §. 25. 

2) ^ + Ä8f <W4- Är<lf,G, +ir,/„ 
mithin durch Division yon (1) durch (2) 

. -45 — Ä8f>TO — H/>F,G, — q. e.d. . 
§. 28. LehTsafz 28. Bei jeder Hyperbel oder Ellipse 
ist das Rechteck aus den Achsen kleiner als das aus irgend 
zwei conjugirten Durchmessern und jedes solche Recliteck 
flir den Achsen nähere Durchmesser kleiner als für ent« 
ferntere. 



♦ 
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ng.885-387. Da bei der Hjjioibcl, wie in §. 25. gezeigt ist, conju- 
girte DurcbmeBfter einzeln grösser sind ak die Achsen und 
den Achsen entferntere Durchmesser grösser als nähere, so 
erhellt die Bicktigkeil der Bebauptang von selbst Bei der 
Ellipse kann es unter Beibehaltong der Beseiehnung ron 
§. 26. folgendermassen geaeigt werden. 
Es ist nach §. 26. 

^4-Ä5<FG.4-Ä/<F,G, +H^I^ <:LM-\-NO, 
also auch 

Aß^ 2AB ' RS -\- RS^ <:FG^ 2FG • HI ~\- HI^ <: F^Gj 

+ 2F, G, • if,/, + <Lif2 + 2LM' NO + NO^, 
nach §. 12. ist aber 

woraus leicht folgt, dass 

AB'R8<:FQ'm<:F,G, 'H,I, KiLM^NO ist 
Es zeigt sieh also auch, dass das Quadrat eines der 

beiden gleichen conjugirteu Durchmesser grösser ist als das 
iiechteck aus irgend zwei conjugirten Durchmessern. 

§. 2\). Lehrsatz 29. Bei der Hj-perbel ist der Unter- 
schied zwischen dem Quadrat eines Querdurchmessers und 
dem zu ihm gehörigen Rechteck für alle Durchmesser gleich 
gross. 

Ist eine unmittelbare ^olge yon §. Id., da das Quadrat 
des zweiten Durchmessen dem zum ersten gehörigen Rechteck 

gleich ist 

§. 30. Lehrsatz 30. Bei der Ellipse ist die Summe 
aus dem Quadrat eines Durchmessers und dem zu diesem 
gehörigen lieeliteck für alle Durchmesser gleich gross. 

Folgt eben so aus §. 12. wie das Vorige aus §. 13. 

§. 31. Lehrsatz 31. Bei der Ellipse sowohl als bei 
conjugirten Gegenschnitten ist das Parallelogramm aus irgend 
zwei conjugirten Durchmessern, welche unter dem Winkel 
aneinandergelegt werden, den sie am Mittelpunkt machen, 
gleich dem Rechteck aus den Achsen. ' 
Pig. 888» Seien ABy RS die Achsen conjugirter Gegenschnitte 
oder einer Ellipse, FG, HI zwei conjugirte Durchmesser der- 
selben und in den Punkten F, G, H, I Tangenten gezogen, 
welche das Parallelogramm MNFQ bilden^ so wird behauptet, 
dass MNPQ=^AB'RS ist 
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Man ziehe noch von F die Ordinate FE an die Achse 
BA, nenne X den Punkt, in dem die verlängerte MN^ 0 
den, in welchem MQ die Achse AB schneidet. 

Nun ist 

1) 2^F0C :MFCHszF0:CH VLuA 

2) MFCH : 2^HCX = MH: HX=^ OC : CX^ FO : CH, 

' also 

3) 2/\F0C : MFCH = MFCH: 2£sßCX 

Es ist aber nach §• 4. 

J^»:CJ9^=s£0:C&=:£0.CE:C&>; und da 
FO^ iCm^ 2^F0C : 2/\HCX, 

wie durch Zusammensetzung von (1) und (2) erhalWn wird, ist: 

4) 2^F0C: EO*CE : CE^ ; 
nach L 37. ist aber 

EO'CEiFE' = CA^ :CR^ 

und wenn man den hieraus entnommenen Werth Ton £0* C£ 
in (4) einsetzt, so hat man 

5) 2^F0C: 2^HCX=^ FE^ . CA^ : CB^ . CÄ> oder 

wm ist aus (3) 

4/\F0C . ^HCX = (MFCH) » 
und nach I. 37. CA^ = CE^ - CO', mitliin 

6) ' 4 . {/\FOCy- : (MFCny = FE' . CO' : C^P • CR^ oder 

2/\F0C:MFCH = FE'C0:CA'CR; 
da aber 2/\F0C=FE'C0 ist, folgt, dass MFCH^CA-CR, 
also auch MNPQ^AB'RS ist. q. e. d« 

§. 32. Lehrsatz 32. Bei jeder Parabel ist das zur 
Hauptachse gehörige latus rectum kleiner als das zu irgend 
einem andern Durchmesser gehörige und das zu einem der 
Achse entfernteren Durchmesser gehörige grösser, als fUr 
einen näheren. 

Sind.^^ die Achse, BE, CF sswei Durchmesser einer Fa-Fif. sa«. 
rabel und CF weiter Ton AB entfernt als BS, so ist, wenn 
AL, BM, CiV die zugehdrigen latera recta sind, zu zeigen, 
dass Cy> J}M> AL ist 

Zieht man von B, C die Ordinaten BT, CG an die 
Hauptachse, so ist nach §. 5. 
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BM=^AL + 4AI, CN=AL + AAG, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung erhellt 

§. 33* Lehrsats 33. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
perbel nicht kleiner ab ihr zugehöriges latus rectum* ist, so 
ist dieses latus rectum kleiner als das zu irgend einem an- 
dern Durchmesser gehörige und jedes solche latus rectum 

kleiner als das zu einem der Achse entfernteren Durchmesser . 
gehörige. 

rig. 885. Seien AB die Achse, FG, F^G^ zwei Querdurchmosser 
einer Hyperbel, und zwar F^G^ weiter entfernt von AB als 
FGj und r, p, der Reihe nach die zugehörigen latera recta, 
so ist, wenn AB nicht kleiner als r ist, zu zeigeUi ■ dass 
r<p<p, ist. 

Wenn zunächst AB = r ist, so ist nach §. 23. und 
L 16. auch FG^p, F^G^ und da AB<iFO<:F^G^ 

ist, auch r <: p < p , . 

Wenn aber AB <:.r, so ist, da nach §. 21. 

AB^ : ÄSa > PQ2 : > G} : Ä,/f , auch 
ABir>FG'.p->FtGi :p, 

und da die Vordcrglieder zunehmen, die Verhältnisse aber 
an Grösse abnehmen^ müssen die Ilintcrglleder in noch stäi*- 
kerem Verhältniss zunehmen, also r <: p < p , . q. e. d. 

§. 34. Lehrsatz 34. Wenn die Achse einer Hyperbel 
kleiner als ihr latus rectum, aber nicht kleiner als dessen 
Hälfte ist, so ist das zur Hauptachse gehörige latus rectum 
kleiner als das zu irgend einem, andern Durchmesser gehö* 
rige und das zu einem der Achse näheren gehörige kleiner 
als das zu einem entfernteren. 
Fig. 390. Sei unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen ange- 
nommen, dass AB nicht kleiner als ^ ist, so ist zu zeigen 
r<p<p,. 

Man ziehe von B Parallelen mit CF, CF^ , welche die 
Hyperbel in K, if, treffen, fälle die Ordinaten KL, ^i^i 
und schneide auf AB die homologen Geraden AD, BE ab. 

Weil nun AB nicht kleiner als ist, ist auch 
1) und da 
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2) ^±^>JD 

istf erhalten wir durch DiTision von (2) durch (1): 

LD^AD.AD^'AD: AE ; 
multipliciren wir hierin das erste und dritte Glied mit LAy 
d. h. im ersten Glied mit LD — AD, im dritten vcaiLE — AE, 
80 erhalten wir: 

oder durch Verschiebung von AJOi 

3) ZrD» — AD^ : AD^ >LE'-'JE:JB, 
woraus componendo entsteht: 

LD^ lAD^-^LEiAE, mithin auch 

4) LD^'AE^AD^.LK 
Nach §. 15. ist aber 

5) * AB^ :pi=AE'LEiLD^ 
und nach Construction 

6) : AB^ = AD^ : A E^, mithin 

7) r^:p-' ^AD^ LE'.LD^ -AE, 
woraus durch Vergieichung mit (4) folgt r<ip. 

Auf gleiche Art hat man, da LD + L^Dz>2LD und 
LD<:2LE ist, durch Division:- 

^) LD LE 

und wenn man im ersten Glied mit LL, ^L^D — LD, im 
dritten mit £L, =zLyE — LE knultiplicirt: 

LD LE 
oder durch Division mit LDi 

Qv Xj£«--££« L^E—LE 

^) LD* LE ' 

woraus componendo 

10) L,2>a :LD^:> L^EiLE oder 
L,ir- LE:>LD-^ L^E, 

Es ist aber nach §. 15. 

11) p3 . jißz = 2.1)2 :AE'LE und 

12) AB^ipj^AE 'L^E:L,D^, mi thin 

ip\=zLD^- LE, iL^D^'LE, woraus 
durch Vergieichung mit (10) folgt, dass p<ip^, und es ist 
also bewiesen, dass r<.p<ip^ ist. 

§. 35. Lehrsatz 3d. Wenn die Hauptachse einer Hy- 
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perbel kleiner als die Hiili'te des zugehörigen latus rectum 
ist; 80 kann auf jeder Seite derselben ein Durchmesser ge- 
funden werden, welcher gleich der Hälfte seines zugehörigen 
latus rectum ist. Dessen latus rectum ist dann das kleinste 
unter allen denen^ deren Durohmesser auf derselben Seite der 
Hauptachse liegen, und die Durchmesser, welche auf jeder 
Seite der Achse dem so bestimmten Durchmesser nither lie- 
gen, haben kleinere latera recta als die entfernteren« Mit 
andern Worten: das latus rectum der Hauptachse ist in die- 
sem Fall ein Maximum und auf jeder Seite derselben das- 
jenige latus rectum, welches die Hälfte des zugehörigen 
Durchmessers Ist, ein Minimum. 
Flg. m. Seien wie früher D, E die Punkte, welche die Achse 
AB einer Hyperbel, in welcher AB <:.\r ist, nach dem Ver- 
hfiltniss ABir theilen, so ist also auch AE <i^AD und folg- 
Uch£2)>£il 

Man schneide nun auf der Achse von £ aas JE^ ss ED 
Uber A hinaus ab, errichte bi x die Ordinate ^x> ziohe 
und damit parallel einen Durchmesser FG; nennt man nun 
p das zu FG gehörige latus rectum, so ist nach §. 6. 

mithin FG der im Satz erwfthnte Durchmesser^ der gleich 
der HSlfte seines latus rectum ist Seien nun auf einer Seite 
desselben noch die Durchmesser Elf KL, auf der andern MN, 

OP, in der angegebenen Ordnung sich yon ihm entfernend, 

gezogen, so ist, wenn p,, p^, P^j 9\ J^'^' ßeihc nach die zu 
diesen Durchmessern gehörigen latera recta sind, zu zeigen: 

Man raehe noch von B aus mit jenen Durchmessern der 
BeUie nach die Parallelen Bri, Bk, Be und von den 

Funkten x, o die Ordinaten rn, >ckf otf. 
Nun ist nach §. 15. 

1) AB^'.p^ =AE'xE'X^'', 

2) pj :AB^ =iD^:AE'iE, also 

3) p-i:p^ =:a>».xÄ:xi>*-i^=f|:f|T. 

£& ist aber 
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' und da = 



oder wenn man links mit xt=X'^ — rechts mit xt=X-^ 
^iD multiplicirt : 

iE ,7> 
daher auch compouendo: 

iE ^ iD^ * 

welches mit (3) verglichen zeigt, dass 7> p ist. 

Auf gleiche Weise als vorher erhalten wir leicht aus 
§. 15.: • 

und aus der Zeile 

xE 

welche gewiss richtig ist; da sclion 

ist, erhalten wir ähulieli wie oben 

~jy, , nriüim auch Pa>p,. 

Eben so ist für das zu dem Durchmesser MN g;ebörige 
latas rectum pg aus §* 15. 

folgt; da x-^ + vjS = vD ist, componendo 

vi) XJ> + 

und wenn man links mit x^ = vir — x^; rechts mit xv=»'D 
— XD multiplicirt und dann noch mit vD auf beiden Seiten 
dividirt: 

und also' auch p. Auf ganz gleiche Art wird bewiesen 

Pa und CS ist sonach die Behauptung erwiesen. 

Apoilonius, Kegel«clinitte. Ig 
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§. 36. Lehrsatz Mi. Wenn bei einer Hyperbel die 
Hauptaclise nidit gleicli ihrem latus rectum ist, so Iht der 
Unterschied beider Linien für die Hauptachse grösser als für 
irgend einen andern Durchmesser und für der Achse näher 
liegende Durchmesser grösser ak für entferntere. 
Flg. 385 und Seien AB die Hauptaclise, FG, F^O^ zwei andere Druch- 
^ messer einer Hyperbel und zwar jP,G, weiter von AB als . 
FQ, so ist, wenn r, c , der Reihe nach die zugehörigen 
latera recta sind und AB zunächst grösser als r ist, zu ztigea 
AB~r:> FG — p:> F^G^ — p,. 
Es ist in der Figur des 34. 

AB' '.{AB — r)^z=z AE^ ; {AE - AD)"^ = AE^ : DE^ ' 
und nach §.16. 

ABh{FG^pY=zBD'LEi{LE^LD)' =AE'LE:DE^ so wie 
AB^ : (F,G, — p,)« = BD . L,Ä: (L,£ - X,D)« =: AE 

Da nim AE <:LE<:L^E^, folgt 

AB^r:>FG-'p:>F,G, — p,. 

Es folgt übrigens der >Satz auch leicht aus §. 29., wonach 

AB^ ~ AB ' r = FG ' — FG • c z=zF^G\—F^G^ .pp 
denn da AB <c FG <::,F^G mus?* 

AB^r:>FG — p:>F^G,^Py sein, 

Ist AB<ir, 80 müssen die Unterschiede mit umgekehr- 
ten Zeichen genommen werden. 

§. 37. Lehrsatz 37. Bei der Ellipse ist der Unterschied 
der Seiten des zu einem Durchmesser gehörigen Bechtecks 
für die Hauptachse grösser als Air irgend einen andern 
Durchmesser, der grösser als sein latus rectum ist, und unter 
diesen für der Hauptachse nälier liegende Durchmesser grösser 
als für entferntere; unter den Durchmessern aber, die kleiner 
als ihre latera recta sind, ist der genannte Unterschied für 
die kleine Achse am grössten und für die ihr näher liegen- 
den grösser als für entferntere. Für die kleine Achse selbst ist 
der erwähnte Unterschied aher grösser als für die grosse Achse. 
Flg. 887. Seien AB, BS die Achsen einer Ellipse, r, r, die zn- 
gehörigeu latera rectai FG, F^G^ zwei Durchmesser, deren 
jeder grösser ist als das zugehörige latus rectum p und p, , HIj 
fi,/, dagegen solche Durchmesser, welche kleiner als die 
zugehörigen latera recta und p, siud, so ist zu zeigen 
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1) AB — r>FG^p>F^G,—p,, 

2) r,^RS>p,-HI:>p,^H,I,, 

3) r, - RS>AB — r. 

Nach dem, was ini§. 24. gezeigt ist, \sX AB:> FG> F ^ 
BO wie nach dem in der Anmerkung desselben Satzes Ge- 
sagten r<:p<:pj, woraus von selbst folgt 
AB ^ r> F6:— p> FtG^ — 
Auf gleiche Weise folgt, da nach §. 24 auch 

Ä5<ÄZ'<Ä,/, und r, > ^2 > Ps ist, 
r, -.R8:>m^p^:>H,I,^p,'. 
Nach I. 15. ist ferner 

RS:AB = AB:r^, 
also AB<ir^ und da ausserdem 

isty so folgt dividendo 

a]ao AB — r <r, — q, e. d. 

§§. und 39. Lehrsatz 38 und 39. Wenn bei einer 
Hyperbel die Hauptachse nicht kleiner als der dritte Theil 
des zugehörigen latus rectum ist, so ist die Summe der Sei- 
ten des zu einem Durchmesser gehörigen Eechtecks fiir die 
Hauptachse am kleinsten und für jeden davon entfernte- 
ren Durchmesser grosser als fUr einen nSheren« 

Seien ^5 die Achse, FGj F^G, zwei Durchmesser eiiier 
Hyperbel, r, p, p , die zugehörigeu latera recta, so ist, wenn 
nicht AB<Ci r, zu zciccou, dass 

AB-{-r<:FG-\-p<zF^G, 4-p, ist 

§. 38. Sei zuerst AB nicht kleiner als r, dann istrig. sss. 
nach §.33. r<:p<:pi und da nach §.25. AB<:FG<:F^O^ 
ist, so folgt von selbst 

4- r <:FG + p <F,G, 

§. 39. Sei AB zwar kleiner ab r, aber nicht kleiner Fig. soo. 
als -Jr, so ist dieselbe Behauptung als vorher zu erweisen. 

Man ziehe noch von B die Parallelen BK, BK^ mit FG 

und F^G^ und von K, die Ordinaten £L, JT,//, an die 

Achse und schneide von A und B die homologen Geraden 

AD, BE auf der Achse ab. * 

Weil nun AB : r = AJ£ i BE ^ AE i AB, ist 

18* 
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1) AB^ ; (AB -f- r)2 = ^» ; + AJJ^ 
und nach §. 17. 

2) (FQ + pYiJB* = (/^ + ZrD)» : mühin 

3) (l?*G+p)2:(ilB+r)ä»=^.(LE+XI))»:LE-(iiB+-4i))* 

^{AB^AD)* 'AE' 

Weil aber AB nicht kleiner als ist, ist auch 
nicht kleiner als l AD, also auch nicht kleiner als ^DE und 
folglich 

2AE + i>J5 AU -(- - j 

— — ~<* 

2 .4 A' -f 7)A: ~ JJ^fUIT * » 

durch Vergleichimg dieser Zeilen erhält man aber: 



^ AD-^JM ^ A£ 

und nndtipUdrt nuui link^ mit 

recht» nut ^^^^ , »o entsteht 

A (LD-{-AE)'{LD — AD)^ LE—AE , , 

80 erhalten wir statt Zeile (5) 

(iD + ^iA)« iie 

oder componendp 

( /v/) + LK)^ LE 
{AD AE)^'^ AE' 

welches mit (3) yerglichcn, zeigte dass 

FG i- p> AB + r ist. 
Auf ähnliche Art crlialten wir ferner aus §.17.: 

und aus der Zeile 

Ur^^E LE ' 

deren Richtigkeit aus dem l iiistand LE^ \DE leicht er- 
hellty ergiebt sich auf ganz ähnliche Art als oben 
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Also ist die Behauptung erwiesen. 

§. 40. Lehrsatz 40. AVenn bei einer Hyperbel die 
Hauptachse kleiner als der dritte Theil des mgehörigen latus 
rectam ist, so lässt sich anf jeder Seite der Achse em Durch- 
messer finden y der gleich dem dritten Thdl des zugehörigen 
latus rectum ist^ und für jeden dieser Durchmesser ist die 
Summe der Seiten des zugehörigen Rechtecks kleiner als' 
tiir irgend einen andern Durchmesser auf derselben Seite der 
Achse, unter diesen aber für näher liegende Durchmesser 
kleiner als für entferntere. 

Man wiederhole die Figur des §. 35. mit denselben Be-rig. st». 
Zeichnungen an einer Hvperbel, deren Achse AB kleiner als 
ist; und mit der Aenderung, dass JE^ = ^I>£ (und nicht 
gleich Dß) gemacht wird; da nun AB <: ist auch 
AM <Z \AD d. h. als \J>Ey mithin liegt x jedenfalls inner- 
halb der Hyperbel; und da femer nach §. 6. 

ist, BD leuchtet ein, dass FG = ip ist. 

Es bleibt zu zeigen, dass 
LK-\-p^> HI-\- FG + p <c MN + p, <: PO + ist 

Wir erhalten aus §• 17. auf ähnliche Art als in den 
früheren Sätzen: 

1) (FG + p)^:(m + p,)^^(xD + X^^'iE 
Es ist aber 

X^ + X^ ^ x^ * . 
da letzteres gleich 4t, ersteres kleiner ist Multiplicirt man 
diese Zeile mit 

7,1 — s'= ' >.. A I 80 erhält man 

■ 2xE-i-2iD = (xD i-xE)-\-(LD -\- lF!), 

2xZ>~ 2t/) = (Xi> + — (t^ + t-fiD» 
80 hat man 



Digitized by Google 



— 278 



(x^ + x^O« ^ x^ ' 



woraus leicht folgt 



also durch Vergleichung mit (1) auch 

Es ist ferner nach §. 17. 
(FG + py : (JßV+ f),)» = (xi> + X^* • (»'^ + "-E)» • 

= — S ! TTT-T — «T, und aUS 

x^ (x^ + x^» 
x^ + x^ x^ 

folgt ganz wie oben, dass 

(X'^ + X^')*^ XÄ" 

also aiicli 3fA^-[- P3 > h P j^^- 

Auf ähnliclie Art crlialteii wir ferner 

(ÄJ + p j)» : (ÄL + p,)^ = (iZ) 4- • + • ^ 

= "i^ • , / T ) aber es ut 

4-(tA + X/>) t/> -}- Ii ; 

da erateres kleiner, letzteres grösser aU 4 ist; aus letzterer 
Zeile wird, wie oben, abgeleitet 

{iD + lAV t-/^' ' 

mitbin auch ÄZ + p + p , . Ganz auf dieselbe Weise 

xeigt man endlich auf der andern Seite, dass 

OP^P,'>MN^'ff^ 
ist, wodurch die ganze Behauptung erwiesen ist. 

g. 41. Lehraats 41. Bei jeder Ellipse ist die Summe 
der Seiten des zu einem Durchmesser gehörigen Bechtecks 
für die grosse Achse kleiner als ftlr irgend einen andern 
"Durchmesser; für Durchmesser, die der grossen Achse ent- 
. fernter liegen, grösser als für nähere und demnach für die 
kleine Achse am grössten. 
rig. «w. Sei eine Ellipse mit der grossen Achse AB und der 
kleinen R8 gegeben, FQ ein beliebiger Durchmesser und 
/^jG, ein anderer von der Achse AB entfernterer, r, r„ 
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p, der Keihc nach die latera recta zu AB, RS, FG, F^G^y 
80 ist zu zeigen: 

Han schneide auf den Verlängerungen Ton AB die ho- 
mologen Geraden AD, BE ab; ziehe von B Parallelen mit 
FG, F^G welche die Ellipse in K, ÜT, treffeni mid von 

die Ordinaten KL, K^L^ an die Ajchse. 

Nun ist, da AB : r = AE : AD, auch 

1) {AB 4- r)- : AB"^ = DE^ : AE^ 
und nach §. 17. 

2) {FG -i- p)- : AB- = DE- : LE • AE, 

3) (-F.G, -\- p^y :AB- = DE^ : L ' AE, und da 

Ä5:r, = r:^Ä = ^i):^/!: ist, 
(ÄS + r,)» : ÄÄ» = 2>JS» : 
und da ausserdem ' 

RS^xÄB^^BEiAE ist, 

4) (Äfif -f r , )^ t = : 

Aus der Verglcichuiig der Zeilen 1 — 4. ergiebt sich 
aber, da die mittleren Glieder überall gleich sind und 

AE> LEr> L^E:> BE ist, auch 
AB r <: FG p <Z F^G^ -\- p ^ <Z RS -i- r ^. ({, e. 
§. 42. Lehraatx 42. Bei jeder Hyperbel ist das SU 
einem Querdurchmesser gehörige Rechteck für die Achse am 
kleinsten und für jeden davon entfernter Hegenden Durch- 
messer grösser als für einen näher liegenden. 

Kan wiederhole die Figur des §. 38., dann ist Fig;9S»inid 

1) AB-:AB'r = BD:AD 
und nach §. 18. 

2) AB^ :FG'p^BD:LD &o wie 

3) AB^iF^Gj •/9, =iBD:L^D] 
da aber AD <:IjD <.L^D, so erhellt, dass 

AB 'T <:.FG * p <::,F^G^ ' p^ ist. q. e. d. 

§. 43. Lehraats 43. Bei der Ellipse ist gleich&lls * 
das zur grossen Achse gehörige Bechteck kleiner^ das zur 
kleinen Achse gehörige grösser als das zu irgend einem an- 
dern Durchmesser gehörige. Für der grossen /Vchse ent- 
fernter liegende Durclunesser über ist dies Kechteck grösser 
als für näher liegende. 



Digitized by Google 



280 



Fi«. 393. Wiederliolen wir die Figur des §. 41., so ist zu zeigen^ 
diUi& AB'r<:FG'p<:F^G^'p^ <ÄÄ.r, ist. 

Es ist zauächst 

1) AB^ :AB»rssi AE : AD nach Oonstnictiony 

2) AB^ :FG'p=z AE : LD nach §. 18., ebenso 

3) AB^ .F.G, .p, =:AE:L^D 
und da nach L 15. AB^ s=i2£f.r, ist> 

4) AB^iHS-r, ^AEiBD. 

Da nun AD <c LD <::L^D<: BD ist, folgt von selbst auch 
AB-r<zFG-p <:F,G, <ÄS.r,, q. e. d. 

§§. 44 tmd 45. Lehrsatz 44 und 45. Wenn bei einer 

Iljperbel die Hauptachse nicht kleiner als ihr zugehöriges 
latus rectum oder doch ihr Quadrat niclit kleiner als das 
halbe Q)ua<lrat des Untertcliirds zwisclicu ilir und dem latus 
rectum ist, so ist die »Summe der Quadrate dieser beiden 
Linien kleiner als die Summe der Quadrate der Seiten des 
zu irgend einem andern Durchmesser gehörigen Bechtecks. 

§. 44. Wenn die Hauptachse nicht kleiner als das la- 

tus rectum ist, so ist nach §. 33. das latus rectum jedes an- 
dern Durchmessers grösser als das der Hauptachse, und da 
ausserdem aucli jeder andere Durchmesser grösser als die 
Achse ist, so erhellt die Riclitigkeit des »Satzes von selbst. 

Tig. wo. §• 45. Sei zweitens die Hauptachse AB einer Hyperbel 
kidner als ihr latus rectum r, aber AB* nicht kleiner als 
^ • (r — AB)*, so ist, wenn wir uns derselben Bezeichnungen 
als im §. 38. und 42. bedienen, zu zeigen: 

AB- <:FG' -]-p^>F,G^^ +Pt'^* 

Es ist; da AB:rssAEiAD sich verhält, 

1) AB* + r*:AB*=AE* + AD* :AB* und nach §. 19. 

2) AB*:FG*-{-p*=AE'LE:LB* -\-LD*, m ithin 

3) AB^-^r' iFG^-^p'^ =(AE-^-^AD^) • LE:(LE^+LD^) 

iE = LE 

Da aber nach Annahme 2 AB- nicht kleiner als (r — AE)- 
VüidAB:r = AE:AD, ist auch 2AE- nicht kleiner als DE^ 

oder 2 ^ ^ , aUo gewiss 2 > ^f^^ , mithin mit LS—AM 
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muitipÜcirt: 2AE> ^ _ ^ und also auch 

oder, wenn man auf beiden Seiten 2 HE addirt^ 

— > , da aber 

2LD'LE+ DE^=LE^ +LB^ + 2 LE- DE +DB^=:LE^ 

+ LD^ und 

2 AD . AE+DE* = AE^ + AE^ +2AE'DE-\- DE^ =AE^ 

-\-AD^, so ist 
LB^, -f £i>» AB» -\- AD\ 
LE AB 
mithin nach Zeile (3) auch FG^ -\- c^- > AB- + r. 

Auf ähnliche Art folgt aus der Zeile j^ßf^ ^ <. 2 durch 
dasselbe Verfahren, dass auch FG^ -f- p2 <^F,G2 + p2 jgt. 

§. 46. Lehrsatz 46. Wenn das Quadrat der Aclise 
einer ilyperbel kleiner als das halbe Quadrat des Unter- 
schieds zwischen dem latus rectum und ihr ist, so lässt sich 
auf jeder Seite derselben ein Durchmesser finden, dessen 
Quadrat gleich dem halben Quadrat des Unterschiedes 
zwisdien ihm und seinem zugehörigen latus rectum ist, und 
'ftlr jeden der beiden so bestimmten Durchmesser ist die 
Summe der Quadrate der Seiten des zugehörigen Bechtecks 
kleiner als für irgend einen andern Durchmesser auf dersel- 
ben Seite der Achse, unter diesen aber für näher liegende 
Durchmesser kleiner als für entferntere. 

Man wiederhole die Figur des §. 35. nur mit dem Un- Pig. S9i. 
terschied, dass = i nicht wie dort xE == DE) 

ist, dann ist, da nach §. 6. : p » : »<9 Kp —FG)^ 
z=sxE^:ED^ und abo FG^ (p^FG)^ 

Wir erhalten ferner durch wiederholte Anwendung von 
§. 19. «hnlieh wie im §. 45. die Zeile 

Aus der Zeile 2 <^ ^j.,^ > die aus der Annahme 
2 = leicht folgt; hat man, wenn man mit;>(£— ^'ii' multiplicirt, 
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2xÄ-2iÄ<-^— oder 

2x^+^f<2^+^\ 
also wenn 2 i>£ addirt wird, 

2x^ + Va' < 2 tZ) -j- oder 
X^ «i? • , 

Da aber 

2 X i> • -4- = xJS* + x^^^ + 2 xX) • + Dm = xjB» 

+ Xi>' und 

so folgt 

X^' -t- X-^' tA» + tl>« 

also nach obiger rroportion auch FG^ -\- <:hl^ p^. 

Für den Durchmesser MN auf der andern Seite von 
FG ist 

DE* 

und aus 2 > ^£,yj^ folgt auf ähnliche Art als vorher, dass 

^ =p — < = — , mithin auch 

X-" vE ' I 

3ßVa+P5a>re« + p« ist 
Auf ganz gleiche Weise kann dann gezeigt werden, dass 
HI^ + Pi *^ -< äjL^ 4- p| ist unter Anwendung der Zeile 

und dass iCV* + /j,« < OF» -f /J** unter An- 

Wendung yon < 2, wodurch dann die ganze Behaup- 

tung erwiesen ist. 

§. 47. Lehrsats 47. Wenn hei einer Ellipse das Qua- 
drat der grossen Achse nicht grösser ist als das haihe Qua^ 
drat der Summe der Achse und ihres latus rectum, so ist die 

Summe der Quadrate der Seiten des zu einem Durchmesser 
gehörigen Rechtecks für die grosse Achse am kleinsten und 
f\ir jeden derselben näheren Dureliniesser kleiner als für 
einen entfernteren^ für die kleine Achse aber am grössten« 
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Wiederholen wir die Figur des §. 41. unter der Annahme, Fig. ms. 
das8 2 AB^<(AB r)^, so ist zu zeigen, dass 

AB^ + r» <:rea + < F, G, 2 -f. p2 <; Äfif2 ^ 2^ ist. 

Es ist zunächst, weil AB .r .= AE : AD ist, 

AB^ : {AB + ry = AE^ iDE^, 

mithm in Folge der Annahme auch 2 AE^^DE^, Durch 
wiederholte Anwendung von §. 19. erhalten wir nun leicht 
die Zeilen: 

* ZE ' L^E ' BE AE ^^*LE 

0 — DE* . „ DE* , , 

Da nun: 2 < ^ , muss gewiss 2 < j^r^^ 

mit LD — ADf rechts mit AE — LE iiiultiplicirt; 

AE 



2LD^2AD<,^—^, also auch 



2^<-^ — 2ZD sem. 
Auf iihnliche Art folgt aus 2 <z y-.^V £^ ssunüchst 

woraus sich dann ergiebt 

und auf dieselbe Art folgt auch 

also ist gezeigt, dass 

AB^ <:iFG-^ +p2 ^ciT^G,» 4- p, 2 < +r,^ ist. 

48. Iiehrsaiz 48. Wenn das Quadrat der 

grossen Achse einer Ellipse grösser ist als das halbe Qua- 
drat der Summe aus ihr und dem ilir zugehörigen latus 
rectum, so lässt sich auf jeder 8eite der grossen Achse ein 
^ Durchmesser finden, dessen Quadrat gleich dem Quadrat der 
, halben Summe aas ihm und seinem zugehöri^n latus rectum 
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ist; für einen so bestimmten Durchmesser ist dann die Summe 
der Quadrate der Seiten des zugehörigen Rechtecks ein Mi- . 
nimum und fUr ihm näher liegende DurchraesBcr kleiner als 
für entferntere; fUr jede der beiden Achsen also ein Maximum. 

Flg. 394. Sei eine Ellipse mit den Achsen AB nnd HS und unter 

der Annahme, das8 AB^ > )i - {AB -\~ r)'^ ist, gegeben, und 
seien die homologen Geraden AD. BE aut" den Verlängerun- 
gen der Achse AB abgeschnitten^ so ist, da AB : r = AEiAD 
auch AB:AB-^r = AJ£: VE, mithin AE^ > | DE^, 

Man bestimme nnn einen Punkt L in AB, so dass 
LE^ = i DE^ ist, errichte in L eine Ordinate LK, mebe BK 
nnd einen damit parallelen Durchmesser FG, nehme auf der 
Ellipse zwischen F und A zwei Punkte , nnd zwischen 

F und R die Punkte F^ und F^ an, ziehe die Durchmesser 
F, G,, F^G^, F^G,, F^G^, von B aus Parallelen mit den- 
sellx-n BK^, BK.,, BK^, BK^ und endlieh die Ordinaten 
Ä'jL,, K^L^, K^L^, K^L^, so ist zu zeigen 

1) FG* = i.(FG-\-py, 

Es ist zunächst nach §.7. 

FG :p = LE :Ln, also 
FG^ : i . (FG 4- p)» = jLfia i^BE^ 
iknd da nach Construction LB* = ^BE^y ist anch 

FG2 =^.(FG + p)2. 

Es ist femer durch wiederholte Anwendung von §. 19. 
leicht wie in den früheren Sfttzen die Zeile zu erhalten: 

3) F^'Gl + pI : F.G] + p^'.FG^ + p^iF^Gl + /sj 

Di?' 
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Da Dun nach Construction 

also links mit Z/JD — rechts mit L^E — LE multi- 

plicirt: 

nutbin nach Zeile (3) auch 

Auf gleiciie Weise folgt daraus^ dass 

^-2L,i»^^^2L.A . 

also aach F^G^ + f)i <: 6J + p?. 
Auf der andern Sdte dagegen ist 

2 ■<! v „ , also auch 

2L,Z) - 2/^ < §5-:^ oder 
2Li><|i^— 2i,i), mithin 

Auf gleiche Weise wird auch gezel^^t, dass 

isty wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

§. 49. Lehrsatz 49. Wenn die^ Hauptachse einer Hy- 
perbel grösser ist als ihr latus rectum, so ist die Differenz 
der Quadrate der Seiten des zugehörigen Rechtecks fUr die 
Aebse kleiner als für irgend einen andern Durchmesser und 
für der Achse näher liegende Durchmesser gritoser als für 
entfernter liegende. Die erwähnte Differenz ist in diesem 
Fidle stets grösser als der Unterschied zwischen dem Qua- 
drat der Achse und dem zu ihr gehörigen Rechteck , aber 
kleiner als das Doppelte dieser Grösse. 
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Fif. 885. Man '^ederhole die Figur des §. 21. unter der Annahme 
AB > r, Bo ist zu zeigen; daas 

1) .rlB2— <FG»— <F,GJ— und 

2) ^.r <TO«— p* <:2.(-4B* — AB>r) ist. 

Es int mit Httlfe von §. 20. auf ganz ähnliche Art als 
in den vorigen Sätzen leicht zu beweisen, dass 

• L^E "~ ÄE ' LE ' L^E \ 

ÄE ' LE ' L^E * 

= 2 — 5^:2— ~:2——. 
^ A£ JjE* li^E * 

Da aberii£<:LJ5;<L,£; ist 

DK DE DE f 

AE^ Le'^L^E» 

^ ÄE^^^LE^^^T^E 
und folglich auch 

AB^-^r^ <i?'C?a — pa <F,Gf — pj. 
Es ist ferner 

FG^-p^^iFG^p) . ^FG - p) =s ^l.(FG^ -i^lG-p). 

Nach §. 20. ist nun 

FG^^FG'p = AB^—AB'r 
und nach §. 21. ist, weil AB > r, auch FG >- p, mithin 

1<:^<2, also 

AB^ —AB-r<: FG^ ~ <z2 - (AB^ — AB - r), 
wie zu beweisen war, wobei allerdings bemerkt werden kann, 
dass AB^ — AB • r im Allgemeinen nicht die untere Gräoze 
ist, welche der Werth FG^ — p^ errdchen kann, sradem 

§. 50. Leiiraats SM). Wenn die Hauptadme einer Hy- 
perbel kleiner als das zugehörige latus rectum ist, so ist der 
Unterschied der Quadrate der Seiten des zugehörigen Recht- 
ecks für die Aclise grösser als für irgend einen andern Durch- 
messer und für der Achse entfernter liegende Durchmesser 
kleiner als für nähere, überhaupt aber für jeden Durchmesser 
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grösser als das Doppelte des Unterschiedes aswiselien -dem 

Quadrat der Achse und dem zugehörigen Rechteck. 

♦Wiederholen wir die Figur des §. 39. unter der An- Fig. 390. 
nähme AB <: r, also auch AE <L AD^ so haben wir wie vor- 
her aus §. 20.: 

r « - : , . - TO. : , ? - F , G ? = : iidl^ 

• ^ L^E AE • LE • L^K 

^ iAE-^-VE %LE-\.DE ^ L^E + DE 
ÄE ' • LE • ~^E^ 

Da aber AE<:LE<:^L^E, ist 

^ DE_ 

also auch nach Obigem: 

— -4J5a > - > p} — G}. 
Femer ist 

l!lG2==(p + FG).0— i^G)= ^^^^ '(fi'FG-'FG^) 
und da nach §. 29. 

und nach §. 22., wenn r > Aß, aucli p >- FG, also ^ 

m^i>2.i8t, so folgt 
p2 ^FG^ > 2 . (AB ' r AB^). q. e. d. 

§. 51. Lelirsais 51. Bei der Ellipse ist der Untere 
schied der Quadrate der Seiten des sn einem Durchmesser 

geliöngen liecliteeks für die grosse Achse grösser als für 
irgend einen andern Durchmesser , der grösser als sein latus 
rectum ist, und für entfernter von ilir liegende Durchmesser 
dieser Art kleiner als für nähere; unter den Durchmessern 
aber, die kleiner als ihr zugehöriges latus rectum sind, ist 
dieser Unterschied für die kleine Achse am grössten und für 
Durchmesser, die von ihr entfernter liegen, kleiner als für 
nfiihere. 

Sei eine Ellipse mit den Achsen AB, RS gegeben und ng. sos. 

HI derjenige der beiden gleichen conjugirten Durchmesser, 
der den Quadranten AM trifft, FG, F^G^ zwei beliebige 
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Durchmesser zwischen AB und HI, und zwar FG näher an 
AB als G,, F^G^y ^3^n ^^"^^^ andere Durchmesser zwischen 
HI und RS, von denen F^G^ der RS näher liegende ist, so 
ist zu zeigen: 

1) ra>J^»— pa>F,(?J— pj und 

2) > p2 _ ir^G? > - FgG?, 

IMan ziehe Äi^^ dann folgt durch eine leiclite TTmkeh- 
rung von §. 7., dass BR parallel HI ist, dann ziehe man 
parallel mit den Durchmessern FG, F^G^, -^2^2» ^a^s ^® 
ParaUelen iüiC, ££C,, BK^, BK^ an die Ellipse und von 
den erhaltenen Punkten die Ordinaten KL, K^L^, JT^Xra» 
K,L,. 

Durch wiederholte Anwendung von §. 20. ist es nun 
leicht; auf dieselbe Art als oben zu erhalten, dass 

AB- ^r- : TO^ -p- F. G? - p? = : ^^^^ 

. L,E^-L,D^ (A K - AD) , jLK - J^U) .jy^{L, E - L,ß) 

L^E ~" AK LE LyE 

"lAL-DE ^ 2LE—DE ^ iL^E—DE 

~~ AE • LE • L.E 
\ 1 



Da nun 



o DE ^ DE ^ DE , . 



AE> Lh > L^E, ist < < jTe 

2-^>2-j^>2-^, mithin auch 

^JJ2 y.a /<^G2 _ p2 > ÖJ _ . 

Ferner haben wir, da 

AElAD:=AB:r=zr^ :RS ist, 
RS^ir^—RS-^AD-iAS^-^AD^ und da 
AB-:R8- =AE :AD, erhalten wir 
AB^zr^-^RS-^zAD-AEtAE^—AD-, 

nach §. 20. ist aber 

Air- :cl—F^Gl=AE'L.,E'.L.^ir-—L^E^ und 

AB^ipl^F^Gl =AB'L^E :L 3 — L ,E^ ,_mithin 
L^E — /^is. x.A Z»,JS? 
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^DE -2BE ^DE— 2 L^E DE— 2 L^E 

BE ' ' L^E L^E 
_DE ^,V£! ^^DE g 

Da nun BE <: L^E <: L^E, ist 

— 2 > 2 > — 2, also auch 



ApolUmlm, KegeladinitU. 19 
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Achtes Buch des Apollonius von Perga über 

Kegelschnitte. 

Wiederfaergestellt von Edaard Hallajr* 



Ualley grüssl den Aldrichius. 

Da ich über die Herausgabe des Apollonius mit Dir 
verhandelte; waren wir darüber sehr beunruhigt, dass auch 
in den arabischen Handschrififcen das achte Buch fehlte. Du 
jedoch erkanntest mit Deinem gewohnten Scharfblicke so- 
gleich , dass dieser Verlust vielleicht in gewisser Beziehung 
ersetzt werden könnte, da nämlich in den Sammlungen des 
Pappus Lemmata für das siebente und achte Bucli ge- 
meinschaftUcli angerührt, wahrend sie jedem der andern 
Bücher besonders vorausgeschickt sind. Dies schien Dir an- 
zudeuten , dass beide Bücher verwandten Inhalt haben müss- 
ten und die Aufgaben, welche das achte Buch nach Aus- 
sage des Apollonius selbst enthalten hat, durch die bestim- 
menden Lehrsfttze des siebenten Buches ihre Determinationen , 
erhielten. Da ich dies nun gründlich überlegte, schien es 
mir sowohl ffkr die Yermuthung nahe zu liegen als auch 
durch gewisse Anzeichen bestätigt zu werden iiiid Ich be- 
schloss deshalb, dem von Dir gegebenen Winke folgend, 
diese Lücke, soweit ich vermag, auszufüllen. Icli bitte Dich 
nun, mein Unternehmen mit Wohlwollen aufzunehmen. Lebe 
wohll 
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§. 1. Aufgabe 1. Wenn in einer Parabel das latus 
rectum irgend eines iDnrcbmessers gegeben ist, das lataa 
rectam eines beliebigen andern Dordunessers za finden. 

Da nacb Vll. 5. das latus rectum irgend eines Barch- 

messers gleich dem der Hauptachse, vermehrt um das vier- 
fache Stück der letzteren zwischen ihrem Scheitel imd dem 
Fusspunkt des vom Sclieitel des andern Durchmessers darauf 
get allteu Lothes^ i&t^ so ergiebt sich leicht folgende Auf- 
lösung. 

Ist erstens das latus rectum der Achse AB gegeben und^Fi«. sm. 
das eines andern Durchmessers CD gesucht, so verlängere 
man die Achse über A um den yierten Theil ihres latus 
rectum bis G und fidle von C die Ordinate CH, dann ist 
GH der vierte Theil des zu CD gehörigen latus rectum. 

Ist zweitens das latus rectum eines heliehigen Durch- 
messers CD gegehen und das eines andern Durclnnessers 
EF gesucht, so verlängere man DC um den vierten Theil 
seines latus rectum üher C bis / und falle von E das Loth . 
EK auf CD, dann ist Kl der vierte Theil des gesuchten latus 
rectum von EF. 

§. 2. Aufgabe 2. Umgekehrt, wenn in einer Parahel 
ein Durchmesser und sein zugehöriges latus rectum gegehen 
sind, den Durchmesser zu linden, dessen latus rectum gleich 
einer gegebenen Geraden ist. 

Sei ein Durchmesser CD einer Parabel und sein zuge^pig* sm. 
höriges latus rectum p so wie eine andere Länge p, gege- 
ben und verlangt; den Durchmesser zu finden, dessen latus 
rectum gleich pi ist. 

Man verlängere DC über C hinaus um | bis /, schneide 

von / aus auf ID ein Stück 1K=^ ~ ab und errichte in K 

ein Loth auf CD, das die Parabel in einem Punkt E trifi%, 
so ist die von E mit CD gezogene Parallele der verlangte 
Durchmesser. Der Beweis erhellt aus VII. 5. und aus 

VII. 32. folgt, dass die gegebene Gerade nicht kleiner 
sein darf als das latus rectum der Achse, wenn eine Auf- 
lösung möglich sein soll. 

§• 3. Aufgabe 3. Wenn in einer Hyperbel em Durch- 
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messer und sein zugehöriges latus rectum gegeben sind, das 

zu irgend einem andern Durchmesser gehörige latus rectum 
zu finden. 

Fig. 991. Sei ein DurchmeBser DE einer Ilyperbel und sein zu- 
- gehöriges latus rectum p so wie ein beliebiger anderer Durch- 
messer FG gegeben; man soll das zu W gehörige latus 
rectum y , finden. 

Man schneide auf ED von E aus ab zum l\mkt 3f, 
beschreibe durch die Punkte M, E, G einen Äreis, der FG 
in N schneidet, so ist GN= ip,. 

Beweis. Nach VIL 29. ist 

DB* — DE'p^FG^—FG'Pi oder 

und wegen des Kreises 

CE*CM=^CGCN 

ist; so folgty dass 

CiV= ; mithin GN= ist. q. e. d. ' 

§. 4. Aufgabe 4. Wenn in einer Ellipse ein Durch- 
messer und sein zugehöriges latus rectum gegeben sind, das 
zu irgend einem andern Durchmesser gehörige latus rectum 
zu finden. 

Fig. 988. Sei ein Durchmesser DE einer Ellipse und sein zuge- 
höriges latus rectum p so wie ein anderer Durchinesser FG 
gegeben; man soll das su FG gehörige latus rectum p^ 
finden. 

Man schneide auf der verlängerten DB von B ans 

Y bis zum Punkt M ab und beschreibe durch die drei 
Punkte Bj M, G einen Kreis ^ der die verUbigerte FG vi N 

trifft, so ist GN=zti., 

Bew. Nach Vn. 30. ist 

DE^ -}-DE'p = FG^ i-FG'Pi, also auch 

DU (!>/; + p) FG (Fa + pA 
2 2 2 2 
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Nun ist aber 

und wegen des Kreises 

CE' CMs^CG ' CN, mithin ist 

OiV=^!2±£l , also GN= ^. q. e. d. 

§. 5. Aufgabe 5. Aus dea gegebenen Seiten des Kor 

Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks und der Grösse 

irgend eines andern Durchmessers dessen Lage im Kegel- 
schnitt so wie Grösse und Lap^e des ihm conjugirten Durch- 
messers und des ihm zugehörigen latus rectum zu finden. 

Anm. des Hallcy. Es handelt sich hier wie im Folgenden darum, 
die auf die Durchmesser, latera recta, Summen und Unterschiede dieser Linien 
und ihrer Quadrate bezüglichen Aufgaben aufzulösen, ohne dass die zugehöri'- 
gen Kegelschnitte selbst gezeichnet vorliegen ^ denn zum Zweck solcher Attf- 
Ifisongcn seMnt Apollonina das ^diente Budi enoini«!! sn haben. 

Sei die Achse AB einer Hyperbel, r ihr zugehöriges Fi«, aas. 
latus rectum und eine beh'ebige Länge d gegeben; man soll 
die Lage FG des Durchmessers dieser Hyperbel finden, der , 
die Länge d hat, so wie Lage und Grösse des ihm conju- 
girten Durchmessers HI und die Grösse des zu FG gehörigen 
latus rectum p,. 

Man theile AB nach dem Verhältniss ABir durch zwei 
innere Punkte D. E wie in VII. 6. und bestimme einen 
Punkt L in der verlängerten ED durch die Proportion 

1) AB*:eP^AE:LE, ^ 

deren drei ersten Glieder bekannt sind; errichte dann in L 
ein Loth^ dessen Länge LK durch die Proportion 

2) AB:r = AL'BL:LK^ 

bestimmt wird, ziehe BK, AK, so geben die mit diesen Li- 
nien durch C gezogenen Parallelen die Lagen der gesuchten 
conjugirten Durchmesser FG, HI an; die Grösse des letzte- 
ren bestimmt sich leicht durchs die Zeile # 

TO» — J37> = =h (^a — ^ . r) 
und die des latus rectum pj durch 

FG:AB = dz{AB~r):zh(FG'^p^), 
wobei die untern Zeichen zu nehmen sind, wenn r >• AB ist, 
Bew. Nach VIL 6. ist 

FG^'.m^ =LE:LD, also 
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TOa _ ÄT» :FG* = DEiLB 
und da nach VII. 29. 

* 

ut, haben wir 

JB'{AB^r):FG^ = DEiLE^ da aber 
ABiAB '-r = ÄEiDE, ako 

AB^ :AB'(^AB — r) = AE:DE, erhalten wir 

AB^ iFG'' =AE:LE, 

welches mit (l)'yerglicheii seigfc, dasa FG = rf iat, woraus 
dann das Uebrige yon selbst folgt. 

Anm. Es leuchtet ein, das« die Linge d nicht kidner sdn darf als AS. 

§. 6. Aufgabe 6. Aus den gegebenen Seiten des zur 
Achse einer Ellipse gehörigen Rechtecks und der Grösse 
irgend eines Durchmessers dessen Lage so wie Lage und 
Grösse des zagehörigen conjugirten Durchmessers und die 
G/dsse des latas rectum zu fbden. 
Fig. 384» Sei die Achse AB einer Ellipse, ihr latus rectum r und 
" ' eine Länge d geg( ben ; man soll die Lage des Durchmessers 
FG, der die Länge d hat, so wie Lage und Grösse des mit 
ihm conjugirten Durchmessers /// uud die Länge p des zu- 
gehörigen latus rectum linden. 

Man verlängere AB um die homologen Geraden BE, AD 
wie in VII. 7. und bestimme auf AB einen Punkt L durch 
die Proportion 

1) AB^id^z^AEiLE, ^ ' 

errichte in Z/ ein Loth^ dessen Länge LK durch die Pro- 
portion 

2) LÄ^- :LA 'LB = r :AB 

. bestimmt ist, nehe BK, AK und parallel damit durch den 
Mittelpunkt die Linien FG, HI, so sind dies der Lage nach 
die verlangten Durchmesser; die Grösse von HI ist dann 

durch die Zeile 

AB^ '^AB'r=d^-\-HP 

und die Grösse p des zu FG gehörigen latus rectum durch 
die Proportion 

FG:AB = A3 + r:FG + p 
(Vn. 30.) bestimmt. 
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Beweis. Nach VII. 7. ist 

FG ^ : = LE:LD, also 
FG2 -I- :FG^ = DEiLE 
oder nach VII. 12. und 30. 

AB . (AB -]-r) :FG^=DE\LE 
und wenn man das VerhäUmss AB -\- r:DE durch das gleiche 
Yerhältniss ABxAE ersetzt; ^ 

welches mit (1) verglichen zeigt, dass FG^ — ist; woraus 
dann das Uebrige von selbst folgt. 

Anm. Es erhellt aus VII. 24., dass die Länge d nicht grösser als die 
grosse Achse und nicht kleiner als die kleine Achse sein darf. 

§. 7. Aufgabe 7. Wenn die Selten des zur Achse 
einer Hyperbel gehörigen Keclitecks und das Verhältniss 
irgend zweier conjugirter Durchmesser gegeben sind, diese 
* Durchmesser ihrer Grösse und Lage nach aufzufinden. 

Sei die Achse AB einer Hyperbel; ihr latus rectum rFig.8B8a 
und zwei Längen p und q gegeben; man soll die conjugirten 
Durchmesser FGy BI der Lage und Grösse nach auf&nd^; 
welche in dem Verh&ltfiiss p:q stehen. 

Sei zuerst grösser als r: dann schneide man die ho- 
moloccen Geraden AD, BE auf der Achse ab wie in VTI. 6., 
bestimme eine Grösse s durch die Proportion p:g ~ q:s und 
auf der verlängerten BA einen Punkt L durch die Pro- 
portion 

errichte in If ein Loth LK, dessen Länge durch die Pro- 
portion 

AB:r = LA'LB:LK^ 

bestimmt wird , ziehe BK, AK und 'Parallelen damit durch 
C, so geben diese die Lage der gesuchten conjugirten Durch- 
messer. 

Man schneide nun auf der ersten dieser Parallelen von 
C aus nach beiden Seiten die halbe mittlere Proportionale 
zwischen LE und AB -|- r zu den Punkten F und 6 ab; so 
ist FG der Grösse nach der erste der beiden gesuchten con- 
jugirten Durchmesser; den zweiten HI bestimme man dann 
durch die Proportion p:g=^FGiHI, so ist die Aufgabe 
gelöst. 
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Beweis. Dass clie FaraUelen FG, HJ coigiigirte Bich- 
tnngen Bind, folgt daram^, dass die Parallele FG mit BK, 
da sie Ton der Mitte von B ausgeht ^ auch die Mitte der 

Sehne AK treffen muss. 

Wären nun nicht FG, HI der Grösse nach die verlang- 
ten Durchmesser^ so seien es (\>X) yji; dann müsste 

(^X^ :^t2 = LE :LD oder 

4>x^ : 4>x^ — -^r = • 

sein und da 4»x^ — iji^ nach YU. Id. gleich AB^-^JB^r 
isty so mttsste 

4tX^:AB*(AB — r) = LE:ED\ da aber 

ABir^AE'.AD, ist 
AB + r:AB^r^AB:EDj also 

(AB -]-r)'ED==^AB'{AB— r), 
welches oben eingesetzt crgiebt: 

'4>X^ : {AB -\-r)'ED = LE:ED oder 
4>X^^(AS + r)'LE, 
nach Gonstmotion ist aber 

FG^^iAB-^-ryLE, 
mithin ist FG = 4>X' Es. ist aber nach VII. 6. 

4,X^ irn^ z=:LE:LD=^p :i=p^ :q^, also 

<^X'*'n^=P'9 
nnd^ da nach Construction 

FG:HJ=p:g 

isty muss auch Hlssf^ sein, wie an beweisen war. ' 

Wenn AB kleiner als r ist, so ist Oonstraction und Be- 
weis derselbe, nur liegen die Punkte D und E auf andern 
Seiten des Mittelpunkts und in den Zeiehen finden klmne 

Aenderuügen Statt. 

Aus VII. 21. folgte dass, wenn AB >► r, auch 

AB;r'>p^ 

• und, wenn AB^r, aus VII. 22., dass 

AB :r <:.p^ : q"^, 

sein muss, damit eine Auflösung möglich ist; wenn aber 
AB = r ist, muss nach VII. 23. auch p = g sein. 

Sollen die conjugirten Durchmesser nur der Grösse und 
nicht auch der Li^ nach gründen werden, so kann man 
folgende einfachere Construction anwendea 
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Sei auf einer Geraden von' demselben Punkt M ausng. sst^ 

MN = p und MR = q abgeschnitten , mit MN um N ein 
Kreis beschrieben ; den ein in R errichtetes Loth in S trifft, 
und anf diesem Loth ein vStück RT abgeschnitten, dessen 
Länge durch die Bedingung 

RT^ — AB"- —AR-r 
bestinmit wird, femer durch T eine Parallele mit RM ge- 
zogen, welche M8 in U trifft, und von U das Loth UV nuf 
MN geföUt, so, sind MUf MV die verlangten DurchraesBer; 
denn ob ist 

1) MU:MV=M8:MR = MN:MR=^p:g und 

2) Mm — MF-» = f ^- = 77?2 = ^j52 ^AB-r, 
durch welche Bedingungen die Griisse der beiden Durch- 
messer vollkommen bestimmt ist. Dieselbe Constniction ist 
auch zulässig, wenn AB^ r ist, nur muss man dann p und 
g verwechselt in Anwendung bringen. 

§. 8. Aufgabe 8. Wenn die Seiten dcB zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Bechteeks und das Yerhältniss irgend 
zwder conjugirten Durchmesser gegeben ist, diese Durch- 
messer selbst der Grdsse und Lage nach aufzufinden. 

Seien die Achse AB einer Ellipse, ihr latus rectum rrig. 384» 
und zwei Längen p und g gegeben , man soll der Lage und 
Grösse nach zwei conjugirte Durchmesser der Ellipse dnden, 
die sich wie p : g verhalten. 

Man verlttngere die Achse AB an beiden Enden um die 
homologen Oeraden, bestimme eine L&nge s durch die Pro- 
portion p:g^gi9, sodann einen Punkt L in AB durch die 
Fh)pQrtion 

p -{- s'.p^DBiLE, 
errichte in L ein Loth LK, dessen Länge durch die Proportion 

AB:r = LA'LB: LIC- 
bestimmt wird, ziehe BK , AK und Parallelen damit durch 
C, 80 sind dies der Lage nach die verlangten Durchmesser; 
und schneidet man auf der ersten derselben von C nach 
beiden Seiten die halbe mittlere Proportionale zwischen LE 
und AB — r zu den Punkten F und G ab, so ist FG der 
Grdsse nach der erste derselben ; den zweiten HI bestimmt 
man dann durch die Proportion p-q^ FG : HI, worauf die 
Aufgabe gelöst ist. 



Digitized by Google 



298 

Beweis. FC, und HI sind conjn^irte Kiclitungen, weil 
FG die Mitte der mit HI parallelen Sehne AK trifft. Wären 
aber die Längen der auf diesen Bichtungen befindlichea 
Durchmesser mv\\i FG und HI, sondern etwa «^x? 
mÜBste nach VU. 7. 

: Tfi^ = LE : LD, also 

oder unter Anwendung von VIL 12. 

4>X* : AB^ ^ AB*r = LE'.ED sein; da aber 
AB : r = AE : AD, ist auch 
AB^r:AB — r — ED:AB oder 
AB . {AB -j- r) = £i) . (^i? — r) und folglich 
i>X^ : ED' (AB — r) = LE : ED oder 
4>X* = (^ — r).Z*iB; 
nach Construction war aber 

FG^:=(AB — r)'LE, 
also -ist FG=:4>x] dass dann aber auch Hl^rn, folgt eben 
so wie im vorigen Satz. 

^ Anm. Aus VII. 24. erhelU, dass das gej^ebene Verhiiltniss j> : j nicht 

griissei als AB : Ii'S urirj nicht kleiner als HS : AB sein darf. 

Fig. 400. Wenn nur die Grösse, nicht die Lage der Durchmesser 
verlangt ist, so kann folgende Lösung angewendet werden: 
Man zeichne einen rechten Winkel und mache den einen 
Schenkel MN=p, den andern NO=sg, schneide auf der 
nöthigenfaUs verlSngerten MO ein Stück MP ah, so. dass 

ist, beschreibe ttber MP einen Halbkreis^ der MN oder seine 

Verlängerung in Q schneidet, so sind MQ, PQ die verlangten 
Durchmesser. 

Der Beweis ist ähnlich als heim vorigen Satz. 

§. 9. Aufgabe 9. Aus den gegebenen Seiten des zur 
Achse gehörigen Rechtecks und einer gegebenen Länge die- 
jenigen conjugirten Durchmesser za finden, deren Sunmie 
gleich der gegebenen Länge ist. 
Fig. 383 m Seien die Achse AB einer Hyperbisl, ihr latus rectum r 
und eine Länge p gegeben ; man soll zwei conjugirte Durch- 
messer FGy HI finden, so dass FG -\- HI = p ist. 

Man wiederhole die Figur von VII. 8., so ist nach die- 
sem Satze 
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1) AB^ :{FG^ HI)^ = SD'LEi{LE'{^\LD'Le)\ 

Da nun 

BD . AB = AB : AB ^r, ist 

welches in (1) eingesetzt giebt: 

2) AB^r .p- =^LE: \LD^LE)^ oder 

3) AB '\'r :p=p:LEi-LD+2^LD^LE 
und also auch 

4) AB'{-rip = ^^:CL + \iJDTLK 

Da die drei ereten Glieder dieser Proportion bekannt 

sind, 80 ist es auch das letzte, und man denke sich also 
dessen Länge q von C aus auf CA und seiner Verlängerung 
abgeschnitten bis zum Punkt P,, so dass also 

CP, = CL + yLD~LE 

und also LF^ ssLD'LE oder 

LD : LP^ = LP, : LE und compoucndo 
P,D:P^E=LD:LPi 
und abermals componendo 

PD, -\-P,E : P, D = P, D : LD oder 
2CP, :P,i> = Pi), 
ist Da nun in der letzten Proportion die drei ersten Glie- 
der bekannt sind» so ist es auch LDf abo der Punkt L und 
hieraus wie frtther das üebrigc. 

Die Construction ist sonach folgende: Man bestimme 
zuerst eine Grösse q durch die Proportion 

sodann eine Grösse s durch die Proportion 

o DE. DE 

schneide * von D aus auf der Verlängerung von ED ab zum 
Punkt L und construire dann weiter wie in §. 7. 

Wenn AB = r ist, fallen die Punkte Z), C, E zusam- 
men; da dann aber auch FG = HI sein muss, rcducirt sich 
die Aufgabe auf §. ö.; wenn AB kleiner als r ist, geschieht 
die Auflösung wie vorher, nur Hegen die Punkte D und E 
auf yerwechselten Seiten des Mittelpunktes« 
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Eine andere Auflösunc^ erpebt sich aus VII. 13. und 29. 
Da nämlich FG- — ///- und FG -f HI bekannt sind, so ist 
es auch FG — HT, mithin auch FG und HI einzeln, wodurch 
sich die Auflösung auf §. 5. reducirt. 

Ans VII. 25. erhellt, dass die gegebene Länge p grösser 
sein mnss als die Summe der Achsen der gegebenen Hy- 
perbel. 

§, 10. Aufgabe 10. Aus den gegebenen Seiten des 
sur Achse einer Ellipse gehörigen Bechtecks diejenigen con- 

jugirten Durchmesser derselben der Lage und Grösse nach 
zu finden, deren Summe gleicli eiuer gegebenen Länge ist. 
Flg. 384 a Seien AB, r Achse und latus rectum einer Ellipse, p 
eine gegebene Länge; man soll die conjugirten Durchmesser 
FGj HI finden, deren Summe gleich p ist. Man wiederhole 
die zweite Figur von VIL 8., so ist .nach diesem Satze 

1) AB^i{FG'{'my=:BD*LEi{LE+yLD'LM)^ 

und da 

BD :AB = AB :AB — ry ist 
welches in (1) eingesetzt ergiebt, dass 



AB^rip^ =^LEiLE^ + 2LEyLD.LB + LD>LS 
oder 

AB — r :p = p :DE-{- 2\LD'LE oder 

Da in dieser letzten Zeile nun die drei ersten Glieder 
bekannt sind, so ist es auch das vierte; man denke sich also 
dessen Länge q von C aus auf CE und dessen Verlängerung 
bis zum Punkt P abgeschnitten, so ist 

J5P2 =LD'LE= (CE — CL) • (CE + CL) = CE^ — CL^, 
also CL^ SS CE^ — EP^ , wodurch CL und somit der Punkt 
L gegeben ist; wenn dieser aber gefunden ist, construirt 
man das Uebrige wie in §.8. 

Di«i Constrnctioii »t denmach folgende: Hu bestimme 
dne Grösse g durch die Proportion 

AB — r:p^^:g, 

ziehe CE von g ab und errichte den Best als Loth CX auf 

der Achse im Punkt C^ beschreibe mit CE um X einen 
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Kreis; der die Aclue In sswei Punkten Zr, L, trifFt, und yer^ 
fahre mit einem jeden dieser Punkte wie in §. 8., so erge^ 

"ben sich die verlangten Paare conjugirter Durchmesser FGj 
Hl und F^G^, ^i^i? welche der Aufgabe genügen. 

eine andere Auflösung ergiebt sich aus VII. 30 j wonach 

also bekannt ist, und da ausserdem FG-{-HI=sp gegeben 
ist; kann man leicht FG und HI einzeln constrairen. 

Aus Vn. 26. erhellt, dass p nicht kleiner als die Summe 
der Achsen und nicht grösser als die Summe der conjugirten 
gleichen Durchmesser sein darf. 

§. 11. Aufgabe 11. Weun die Seiten des zur Achse 
gehörigen Reclitecks bei einer Hyperbel gegeben sind, die- 
jenigen conjugirten Durchmesser zu finden, die eine gegebene 
Differenz haben. 

Seien AS, r Achse einer Hyperbel und ihr latus rectum, n«. num 
p eme gegebene Länge ; man soll die conjugirten Durchmes- 
ser finden, deren Unterschied gleich p ist. 

Nach vn. 9., dessen Figur wir wiederholen, ist 

1) AB^ : {FG —HI)^=BD'LE: (LE— ^LD^E)^ 
und da, wie in §. 9. gezeigt ist, 

AB''- = {AB ■\-r) 'BD\^i, 

2) AB + r:p^aaLEiLE^'-2LEyU)'LE+LD'LE 
oder 

AB'{'r:p = piLE'\-LD'^2yLD*LE, d, i. 

3) AB^r:p = ^:CL--'VLD^l^ 

Ans den bekannten ersten drei Gliedern dieser Propor- 
tion finden wir nun für das vierte die Länge 9, und dei^kt 
man sich diese von C «us auf CL bis zum Punkt M abge- 
schnitten, so dass also 

CM = CL — yLD . LE, 
so ist offenbar LD'LE= LAP, d. h. 

LD:LM=iLM:LE oder dividendo 
DMiMB^LDtLM 
und nochmals dividendo 

BiB— MD, ä.l2CMtDM= DM: LD, 
woraus sich LD und sonach die Lage des Punktes L er- 
giebt. 
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Die Constniction ist hiemacli folgende: Maa suche merst 
die Länge g durch die Proportion 

AB + r:p = ^:q, 

schneide sie von C ans auf CD zum Pnnkte M ab und be- 
stimme dann eine Länge s durch die Proportion 

2CM:DM=^DMis, 

so giebt # Ton D aus auf der verlängerten CD abgeschnitten 
den Punkt worauf das Uebrige wie in §. 7. gefbnden 
wird. 

Nach YH. 27. darf die ftkr den XTuterschied der con- 

jugirten Durclimesser gegebene Länge p nicht grösser sein 
als der Unteröchied der Achsen. 
F^|. 401 Aus dem am Sclduss von §. 9. Gesagten crgicbt sich tol- 
" geude einfache Construction der conjugirten Durchmesser einer 
Hyperbel^ sei nun ihre Sumino s oder ihr Unterschied rf gegeben: 
Man seicbne einen rechten Winkel und mache den einen Sehen- 
" kel OP gleich der mittleren Pn^ortionale swischen AB und 
AB — r, den andern OR mache man gleich der gegebenen 
Summe oder dem gegebenen Unterschied ^ ziehe dann PR 
und errichte sowohl in der Mitte T von PR als auch in P 
selbst Lothe auf PR, welche RO bczichlich in U, S schnei- 
den, so sind UQf UR die gesuchten conjugirten Durch'' 
mesBcr. 

Es ergiebt sich hierbei die Bemerkung, dass, wenn in 
Ycrschiedeuen Hyperbeln die Unterschiede der Quadrate der 
Achsen gleich sind, zu zwei gleichen Durchmessern dieser 
Hyperbeln auch gleiche conjugirte Durchmesser gdhijren. 

§. 12. Aufgabe 12. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Ellipse gehörigen Kechtecks Lage und 
Grösse derjenigen conjugirten Durchmesser zu finden, die 
einen gegebenen Unterschied haben. 
Fig. 384 a Seien die gegebenen Stttcke wie oben bezeichnet, so 
^' ist, wenn wir die zweite Figur von VIL 8. wiederholen, 

1) AB^ : {FG — Hiy^^BD'LE: {LE—\LD • LEY 

und da 

BDiAB=^ABiAB-^r, also 
.4B*=:BD.(^ — r), 
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erhalten wir 

2) Aß — r.p'^ =LE:LE^ — 2LE'\LD'LE 

■i- LD 'LE oder 

AB — r%p^piLE^LD^2\U)^LE d. L 

3) ulB — r:p = |:C!B— VZFTrS. 

* Ist also q die Länge der vierten Proportionale aus die- 
ser letzten Zeile und denken wir' uns dieselbe von C aus « 
auf CE abgesehnitten zum Punkt so ist 
QM^^LD' LE^ iCD — CL) • (CE + CL) = CE^^ CL^, 
also CL> = CB^ — QE^ und also der Funkt L bekannt, woraus 
der Best der Construction sich wie' in §. 10. ergiebt. 

Nach VII. 27. darf die gegebene Länge p nicht grösser 
als der Unterscliicd der Achsen sein. 

Aus VII. 12. ergiebt sich auch liier folgende Constru- Fig. 403. 
ction für die Auftindung der Grösse zweier coujugirten Durch- 
messer, wenn entweder llire Summe oder ihr Unterschied ge- 
geben ist: Man beschreibe mit der Sehne der Ellipse , die 
die Endpunkte eines ihrer Quadranten mit dnander verbin- 
det, ab Halbmesser einen Kreis um einen Mittelpunkt O und 
ziehe darin zwei auf einand^ senkrechte Durchmesser MN, 
PQj beschreibe mit PM einen Kreisbogen über MiV, der 
einen Quadranten gross , so wie mit QM einen andern ; der 
drei Quadranten gross ist. 

Ist nun der Unterschied der conjugirten Durchmesser 
gegeben , so lege man ihn als Sehne von N aus in den um 
P beschriebenen Quadranten zum Punkt T und verlängere 
NTf bis es den um 0 beschriebenen Kreis in U ixjfft, so 
sind üTf UN die gesuchten conjugirten Durchmesser; ist da^ 
gegen die Summe der conjugirten Durchmesser gegeben ^ so 
lege man dieselben als Sehne von N aus in den um Q be- 
schriebenen drei Quadranten haltenden Bogen zum Punkt 
T, ; wenn dann NT^ den um O beschriebenen Kreis in U 
schneidet, so sind f/T,, UN d\(i gesuchten conjugirten Durch- 
messer, wie leicht bewiesen werden kann. 

Es ergiebt sich hieraus nocl) die Bemerkung, dass, Wenn 
in zwei verschiedenen Ellipsen die Summen der Achsenqua- 
drate gleich sind, zwei gleiche Durchmesser derselben auch 
gleidie conjugirte Durchmesser haben. 
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§. 13. Aufgabe 13. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Aehse einer Hyperbel j^clKirigen Rechtecks diejenigen 
conjugirteu Darchmesser zu tiudeu, deren Product gleich 
einem gegebenen Quadrat ist. 
Fifc 383« Sei untei; Beibehaltung der Bezeichnungeii in der Figur 
^' zu VIL 10. p eine gegebene Lünge und conjugirte Durch- 
messer FG, HI gesucht, für welche FG»BI=p^ ist, so ist 
nach dem erwähnten Satz 

AB^ -.p^ — BD '.EP und 

setsen wir hierin 

(nehe §. 9.)« so erhalten wir 

woraus sicli folgende Construction ergiebt: 
Man bestimme q durch die Proportion 

eirichte in C auf der Achse ein I^odi CXs=:q, ziehe XD 
und schneide es auf der Achse von C aus ab zum Punkt L 
und yerfSthre dann weiter wie in §. 7. 

Nach VIL 28. darf nicht kleiner als das Rechteck 

aus den Achsen sein. 

§. 14 Aufgabe 141 Aus den Seiten des zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Kechtecks di^enigen conjugirten 
Durchmesser derselben zu finden, deren Bechteck gleich 
einem gegebenen Quadrat ist. 

rig. 3»4a Sei unter Beibehaltung der Bezeiclinungen von VII. 10. 
* für die Ellipse p eine gegebene Länge, deren Quadrat gleich 
FG ' Hl sein soll, so ist wieder 

AB^ : jr- = BD: EP oder 
AB^ ={AB^r)'BD gesetzt (§. 10.), 
AB^rip^piEP und 

woraus sich folgende Construction eigiebt: i 
Man bestimme zuerst q durch die Proportion 

AB — r : p = p : g, 
errichte in C ein Loth CA' auf der Achse gleich g, beschreibe 
mit CE um A' einen Kreis, der die Achse in L, trifii, 
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und verfahre dann mit jedem dieser Puikte weiter wie 
in §.7. 

Ans VIL 28. erhellt ^ dass grösser als das Rechteck 
der Achsen tind kleiner als das Quadrat eines der beiden 

gleichen conjugii ten Durchmesser sein muss, damit eine Auf- 
lösung möglich ist. 

Die Grösse der conjiigirteii Durchmesser FG^ HI kann 
übrigens auch folgendcrmassen gefunden werden: 

Man ziehe eine Ctcrade MN gleich der Quadranten sehne 
AR der gegebenen fi^ipse^ errichte in N ein Loth NPf so 

dass NP^ '^^^y beschreibe mit NP um N einen Kreis 

und ziehe von M an diesen ein(i Tangente MQ^ so ist MP 
die halbe Summe, MQ der halbe Unterschied der gesuchten 
conjugirten Durchmesser, denn es ist 

jif i« = üfiv^ + ATi» = ^ + + = + • 

2 — 4 • 

§. 15. Aufa^ahe 15. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Aelisc einer Hyperbel gehörigen Hechtecks diejenigen 
conjugirten Durchmesser zu finden, die eine gegebene Summe 
der Quadrate haben. 

Sei unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnungen p 
eine gegebene Länge, so dass FO^ + Äf* werden soll. 

Nach VII. 11. i^it Air^ = JW : LD -\- LE und da 

AB^- = BD ' (AB + r) (siehe §. 9.), so ist 
AB + r:p==p:2CL, 

aus welcher Proportion wir leicht die Lftnge CL, also den 
Punkt L bestimmen können, wodurch die Aufgabe nach dem 

Früheren als aufgelöst anzusehen ist. 

Aus Vir. 25. erhellt, dass nicht kleiner sein darf 
als die Summe der Quadrate der Achsen, damit eine Auf- 
lösung möglich ist. 

§. 16. Aufgabe 16. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Ellipse gehörigen Rechtecks diejenigen con* 

Apoltonloi, KngelschalHe. 20 
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jugirten Durchmesser derselben der Lage und Grösse nach 
' zu finden ; die einen gegebenen Unterschied der Quadrate 
haben. 

Wir haben unter Beibehaltung der üblichen Beseichnun- 
gen, wenn j»* = FG^ — HP werden soll, nach VII. 14 

AB^ ^BD:2CL und da 

Aß^ = BD ' {Aß ~ r) 

(siebe §. 10.), 

AB — r:p=p:2CL, 
woraus sich 6X, also der Punkt L und das Uebrige wie in 
§. 8, ergicbt. 

Aus VII. 12. und 28. folgt leicht, dass nicht grösser 
als der Unterschied der Quadrate der Achsen sein darf. 

Dass eine andere Auflösung der letzten beiden Auf- 
gaben auf VJJ. 12. und 13. begründet werden kann, erhellt 

leicht; indem es nämlich nur darauf ankommt; aus der ge- 
gebenen Summe und dem Unterschied zweier Quadrate diese 
einzeln zu finden. 

§. 17. Aufgabe 17. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Hyperbel gehörigen Eechtecks diejenigen conjugirten 
Durchmesser zu finden, die einen gegebenen Winkel ein- 
schliessen. 

Es ist ssun&chst zu bemerken, dass die hier vorliegende 
Aufgabe so wie die nächstfolgende schon am Ende des zwei- 
ten Buchs, jedoch unter der Voraussetzuno^ aufgelöst sind, 
dass die Kegelschnitte selbst in allen ihren Punkti n gezcicli- 
net vorliegen, der 31. Satz des 7. Buches scheint aber in 
der Absieht ersonnen zu sein, diese Autgaben ohne diese 
Voraussetzung aufzulösen. 
PI«. 40». Sei übrigens unter Beibehaltung der in VII. 6. gebrauch- 
ten Bezeichnungen von F ein Loth FX auf HI ge^t, so 
ist das durch die conjugirten Durchmesser FG, HI bestimmte 
Parallelogramm gleich HI»2FX und also nach VII. 31. 

HI ^FX^AB'BS, also 
AB'R8:FG'HI=rFX:FC, 
welches letztere Verhältniss aus dem gegebenen Winkel FCIf 
bekannt ist; es ist daher auch FG > Hl bekannt und sonach 
die Aufgabe auf §. 13. zurückgeführt. 

Man kann also die gesuchten Durchmesser folgender- 
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massen constrm'rcn: Man trage den gop^obenen Winkel a an 
die Achse CA im Punkt C an und schneide auf dem erhal- 
tenen Schenkel ein Stück CY ab; dessen 'Ghritose durch die 
Proportien 

AB-\-r:AB=::R8:CY 

bestimmt ist, errichte in Y ein Loth auf CY, das das in C 
auf AB errichtete Loth in O trifft; schneidet man nun die 
Länge OD von C aus auf der verlängerten CD ab zum Punkt 
Lf so kann von diesem Punkt aus weiter wie in §. 7. con- 
struirt werden. 
Beweis. Da 

AB'RS:FG*HI—FX:FC=CYiCO und 

AB'R8=CY'(AB+.r), ist' 

(AB + r)'CO=^m'm, 
welches mit der in §. 13. erwiesenen Zeüe 

(Ah ^r)'EP^ FG . HI 
verglichen, zeigt, dass CO = EP, also 

CO^ = EF^ = LD . LE = CL^ — CD^ 
oder CZ^ = CV^ + Ci)^ igt, mithin der Punkt L richtig 
eonstruirt ist. 

§. 18. Aufgabe 18. Aus den gegebenen Seiten des 
2ur Achse einer Ellipse gfehörigen Bechtecks diejenigen con- 
jugirten Durchmesser zu finden, die einen gegebenen Winkel 
einscbliessen. 

Sei unter Beibehaltung der in VIT. 7. gebrauclitcn Bc- Fig. 4og. 
zeiclniungen FX ein Lotli von F auf HI, so ist HI '2FX 
der Tnlialt des durch die conjugirten 1 )iirclinu'?Jsor FG j HI 
bestimmten, der Ellipse umschriebenen Parallelogramms^ mit- 
hin nach VIL 31. 

AB'RS = HI'2FX, also 
AB'R8iFG'HI=:FX:CF 
und da das letzte Verhältniss durch den gegebenen Winkel 
FCI bekannt ist, so ist auch FG • HI bestimmt und also die 
Aufgabe auf §. 14. zurück geftlhrt. 

Es crgiebt sich hiernacli folgende Construetion : Man 
trage den ü:eiü;ebeiien Winkel a an die Achse CA im Punkt 
C an, schneide auf dem erlialteiien Schenkel ein Stück CY 
ab, dessen Länge durch die Proportion 

AB^riRS^ABiCY 

20» 
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bestimmt ist, errichte in Y ein Loth auf C'V^, das das in C 
auf AB errichtete Loth in 0 trifft, beschreibe um 0 mit der 
Länge CE einen Kreisbogen, der die Achse in zwei Punkten 
L, L, trifft, so kann von jedem dieser Punkte weiter wie 
in §. 8. construirt werden. 

Beweis. Da nach Construction 

CY'(AB-^r)^AB'RS, femer 

CY'(AB^r):CO'(AB'-r)=CY:CO=zFX:GF' 
und, wie oben gezeigt, aucli 

AB • RS : FG ■ UI = FX : CF ist, so ist 
CO . (AB — r) = FG • HI-, 
in §. 14. hatten wir die Zeile 

EP- (AB — r) = FG • Hl, wo 
EP^=LE'LD = CE^ — GL 
war, mithin ut 

CO» = CB» — CL^» oder CL» =» CB« — CO«, 
woraus die Richtigkeit obiger Construction erhellt 

Aus IL 52. erhellt, dass der spitze Winkel a nicht klei- 
ner sein darf, als der spit/e Winkel, den die von den pjnd- 
puukteii der kleintni Achse na(;]i einem Endpunkt der grossen 
gezogenen Linien mit einander machen. 

Scholium. Da im Folgenden, wie es bei den alten 
Gleometem überhaupt Sitte war, eine Aufgabe als anfgelöst 
angesehen wird, wenn sie darauf zurttckgeAihrt ist, ein Beohteck 
zn Sachen, für welches der Inhalt und entweder Summe oder 
Unterschied zweier Sdten gegeben sind, so mag es nicht 
unpassend erscheinen, hier die einfachsten Auflösungen der 
verschiedenen Fälle dieser Aufgabe kurz raitzutheilen, ob- 
gleich durch Euclid. VL 28 und 20. die vollständige Auf- 
lösung der Aufgabe gegeben ist. 
Fl«. 407. 1) Oegeben sind zwei Längen AB nnd DE\ man soll 
ein Kechtcck zeichnen, das gleich DE^ ist und dessen län- 
gere Seite die kürzere um AB ttbertriffL 

Man errichte in der Mitte D von AB ein Loth gl^ch 
DEf ziehe EA und schneide EA von D aus nach beiden- 
Seiten auf und seinen Verlängerungen ab zn den Punk- 
ten G und H, so sind AGy AH die Seiten des gpesuchten 
llecliteeks, denn es ist AH — AG — AB und 
AH' AG = {AE + AD) - (AE - AD) = AE' — AD' = DEK 
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2) GoffebeTi zwei Längen DE und AB \ man soll ein Fig. 40«. 
Rechteck ünden , das gleich DE- ist und dessen anstossende 
Seiten zur Summe AB geben. Man errichte in der Mitte 

D von AB die Linie DE als Loth und beschreibe mit DA 
um E einen Kreis, der AB in zwei Punkten G und H trifi^, 
dann sind AG^ GB Seiten des gesuchten Rechtecks; denn es 
ist AG + OB=:AB und 

AG'GB^ (EG ■-'DG) - {EG + DG) = EG^ ---DG^^DE^. 

Anm. EJJ mass kleiner ab ^AB sein, damit die Auflüeung mög- 
lich ist, * 

3) Gegeben drei Längen AB, AD, BE\ man soll einFif. ü». 
Rechteck finden, das gleich AD'BE ist und dessen längere 
Seite die kürzere um AB ttbertrilli« 

Man errichte in den Endpunkten A und B der Linie 
AB die L&ngen AD, BE als Lothe nach entgegengesetzten 
Seiten^ ziehe DE und beschreibe um dasselbe als Durchmes- 
ser einen Kreis, der die vcrLängcrte AB in den Pimkten G 
und H trifft, so sind AG, AH die Seiten des gesuchten 
Ret-htecks ; denn es ist AH — AG = AB und, wenn man DA 
verlängert, bis es den Kreis in F trifit, 

AGAH^ADAF=ADBE 

4) Oegeben drei L&ngen ÄB^ AD, BE] man soll ein 

Rechteck suchen, das gleich AD • BE ist und in dem zwei 
anstossende Seiten die Summe AB haben. 

]Man errichte in den Endpunkten von AB die Längen Fig. 410. 
AD, BE als Lothe nach dei'sclbeu Seite, ziehe DE und be- 
schreibe darum als Durchmesser einen Kreis, der AB in den 
Punkten G und H trifft, dann sind AG, BG die Seiten des 
gesuchten Beohtecks; denn es ist AG + BG » AB und 

AG 'BG — AG 'AH= AF- AD ^BE AD. q. e. d. 

Anin. Das Hecliteck AD • BE darf nicht grösser als \AB^. sein, damit 
eine Auflösung möglich ist. 

§. 19. Aufgabe 19. Aus den Seiten des zur Achte 
einer Hyperbel gehörigen Bechtecks denjenigen Durchmesser 
EU finden, dessen latus rectum mne gegebene Lfinge hat» 

Sei unter Beibehaltung der firttheren Bezedmungen pi Fig. aau 
die für das latus rectum gegebene LSnge und zun&chst ▼or-aSkai^4lSt 
ausgesetzt, dass AB >• 1* ist.. 
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Aus VII. 15. haben wir div Proportion 

AB^ :p-^ = nn . LE: LD' und, da 

AM^ = (AB i-r) ' BD (aiehu §, 9.), ist 

AB 4- r : p = p ; sei also 

A Ii ^ 7' : p =^ p \ p, 
so ist jp als bekannt aii/usciicn und wir haben 

p:LD=^LD: LE, 
woriD; da nach Annahme AB z> also auch LE :> LD und 
demnacli auch LD >- p sein muss; wir erhalten nun dividendo 

LD^px DE = .LD : LE oder 
L JS — DE — jo : D£ = iD : IrÄ, 
woraus abermals dividendo entsteht: 

2DE-{-p — LE:DE=DE:LE, 
d. h. J^E ist (M!h; Seite eines liechtecks, tilr weK-lies der In- 
halt DE-^ und die Sunnne der Seiten 2 DE p ;:;('gelK'n ist 
und dessen Seiten also nach dem in Nr. 2. des Öcholiumü 
gezeigten Verfahren gefunden werden können. 
Die Constniction ist demgemäss folgende: 
Man bestimme eine Länge p dmrch die Proportion 

AB + r : p = p : p, 

schneide von D aus auf DA ab zum Punkte 3/, erriclite 

in M ein Lotli MO ==■ DE und beschreibe um Ö einen Kreis • 
init EM, der die verlängerte BA in einem Punkt L schnei- 
det, und verfahre dann weiter wie in §. 7. 

Sei nun zweitens^ AB <C r, so findet wie. oben die Pro- 
portion 

AB -f- r : p = p : Statt j und weun darin 
y^ = p oder p:LD=:LD:LE 

gesetzt wird, so muss, da LD LE, auch p >> LD sein, und 
wir erhalten daher 

P'^LD'.DE = LD:L£ 
und abermals dividendo 

p^LD—DE o6a[ p--2DE^LEiDE^DExLE, 
woraus sich LE wieder nach Nr. 2. des Scholiums bestimmt 

Die Construetion ist von der obigen wenig verschieden, 

doch wird der um 0 bcsclirlebene Kreis die verlängerte BA in 
zwei Punkten L, \ treÖcu, deren jeder zu einer Auflösung führt. 
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Diorismus*). Im ersten Fall; wenn die Achse grösser 

als ihr latus rectum ist, erhellt aus VIL 33.; dass p grösser 
, als r sein muss, damit eine Aiit lösuug möglicli ist, und dass, 
je grösser c Ist, desto entfernter von der Achse der gesuchte 
Durchmesser FG sich befindet. Wenn die Achse AB kleiner 

als ihr latus rectum aber nicht kleiner als ^ ist, so er^ 

hellt aus Vll. 34., da»s dieselben Bedingungen Statt finden 

als im vorigen Fall. Wenn aber AB ist, so itltDE>DA, 

und wenn man also Ex = I^E auf der verlängerten DE ab- 
schneidet, so ist nach VII. .'35. der durch den Punkt x ^^^^ 
die bekannte Art erhaltene Durchmesser FG derjenige, wel- 
cher das kleinste zugehörige latus rectum hat; dieses latus 
rectum ist aber dann gleich 2F0, und da 

« = + r) . — + r) . DE =s (r — ^) . ^ 
ist, so folgt leicht, dass p nicht kleiner sein darf als die 
mittlere Proportionale zwischen 2.^B mid 2*(r — AB)y damit 
eine Auflösung möglich ist. Ist p diesem Minimum gleich, 
80 wird der um 0 mit KM beschriebene Kreis die Aclise in 
einem Punkt berühren, mithin auf jeder Seite der Achse nur 
ein Durchmesser liegen, dessen latus rectum die verlangte 
Grösse hat. Ist p grösser als dieses Minimum, aber kleiner 
als r, so giebt es auf jeder Seite der Achse zwei Durch- 
messer von der verlangten Eigenschaft und wenn diese FG, 
heissen, so wird» da nach VU. 29. 

FG^—FG'p^^X^—^X'P wt; 

TO« — <f,x2 = f . (FG — (^)x), 
also FG + (|)X = P d. h. die Summe der beiden Durch- 

messer, welche auf dersel])en Seite der Achse liegen und ein 
gleiches latus rectum haben, ist diesem gemeinschaftlichen 
latus rectum gleich. Wenn endlich p >- r ist, so kann auf 
jeder Seite der Achse wieder nur ein Durchmesser gefunden 
werden, der der Aufgabe genügt. 

§. 20. Anfgabe 20. Aus den Seiten des zur Achse 
einer Ellipse gehörigen Kechtecks denjenigen Durchmesser 
zu finden, dessen 'latus rectum eine gegebene LSnge hat. 

**) Wir behaltea den Anadruck Diorkmiu (^topi'^w) bei, weil dsi Wort 
DetemünatioD bei EticUd. in anderem Sinne gebraucht wird. 
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Fig. sMa Sei unter Beibdialtong der früheren Bezetdmnngen bei 
'"'^«».""'^der Ellipse p cBe ftlr das latus rectum gegebene Länge, so 
ist nach VII. 15. 

AB'- : p-^ = BD ■ LE : LD- oder, da 

(siehe §. 10.), 
Ist also 

AB — r:p=zp:p, so haben wir 
piLVssLDiLE i>det 

und abermals componendo p LD + DB oder 

p-Jr2DE- LE:DE = DE:LE, 

(1. h. LE ist eine Seite eines Rechtecks, desBcn Inhalt gleich 
DM^ und worin die Summe zweier anstossenden Seiten gleich 
p + 2 DE ist, das also nach Nr. 2. des Scholiums zu 
finden ist 

Die Oonstmction ist demnach folgende: 

Man bestimme mmt eine Länge p durch die F^- 

portion 

AB — r :p =^ p :pf 

schneide ~ von D aus auf der verlängerten AD ab zum 

Punkt M, crriclite in M ein Lotli MO gleich DE, beschreibe 
um O mit EM einen Kreis, der AB in L trifft, und vertidire 
dann mit L weiter wie in §. 8. 

Der Diorismus ist leicht; denn aus VIL 24. er^^^iebt 
sich, dass p nielit kleiner als das zur grossen Achse und 
nicht grösser ab das zur kleinen Achse gehörige latus rectum 
sein darf, damit eine Auflösung möglich ist. 

§. 21. Auffl^abe 21. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Kechtecks denjenigen 
Durchmesser zu linden, der zu seinem latus rectum ein ge- 
gebenes Verhältniss hat. 
Fig. 383» Seien übrigens unter Beibehaltung der früheren Bezeich- 
"° ' nungen p und q zwei Längen, die sich wie der gesuchte 
Durchmesser FG zu seinem latus rectum p verhalten, so ist 
nach VII. 6, und L 13. Anmerkung: 
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/> : y = LE : LD, also 
p — fj:p=zDE:LE, 
durch welche Proportion LE gefunden werden kann, worauf 
die Aufgabe als aufgelöst anzusehen ist. Das Verhältuiss 
p:g darf nicht grösser als das der Achse zu ihrem latus 
rectum sein, wenn die Achse grösser als ihr zugehöriges 
latus rectum ist, und nicht kleiner, wenn das Umgekehrte 
Statt findet, damit eine Auflösung möglich ist (siehe 
VII. 22., 23.). 

§. 22. Aufgabe 22. Dieselbe Aufgabe- als die vorige 
für die Ellipse zu lösen. 

Unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnung haben wirrig. s84a 
auch hier nach VIT. 7. ' * 

p : 7 = LE : LD, also p -\- q: p =. DE : LE, 
woraus ' LE c^egeben und also die Aufgabe aufgelöst i.st. 
Das Verhältnlss : (j darf niclit grösser als das Vcrliältniss 
der grossen Achse zu ihrem latus rectum und nlclit kleiner 
als das umgekehrte Verhältuiss sein (siehe VII. 24), damit 
eine Aul'lösung möglich ist. 

§. 23. Aufgabe 23. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durohmesser zu finden, der von seinem latus rectum einen 
gegebenen Unterschied hat 

Sei unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen j»Fig. asa« 
der gegebene Unterschied, so ist nach YII. 16. AB- oder 
{AB i-r) 'BD : />2 = BD • LE iDE^ oder 
AB-\-r:LE=p'.DE^, 
durch welche Proportion LE gegeben und somit die Auf- 
gabe aufgelöst ist. 

Aus VII. 29. und dem im Beweis zu VII. 25. G^agten 
erhellt, dass p kleiner als ± (AB — r) sein muss, damit eine 
Auflösung möglich ist. 

Aus Vll. 29. ergiebt sich auch noch eine andere Art, 

» 

FG durch die beiden Gleichungen 

AB^^^AB'r = FG'(FG — p) und FG — p=p 
zu finden. 

§. 24. Aufgabe 24. Dieselbe Aufgabe als die vorige 
für die EUipse zu lösen. 
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and b^n'd nnter Beibehaltong der ttblichen Bezeicbuungeii p 

M. der gegebene Untenehied, «o ist nach VII. 16. 

AB* :p^^BD'LE:(LE—LDy und da 

AB^ = (AB — r)' BD und LE — LD =^ 2 CL 
ist, erhalten wir 

AB — rip^p \ - . Ist ako 

AB — • ^ = Y • y > so haben wir 

qiCLsss CL: LE tind dividendo 

CL — q:CE=:CL:LE 
oder abermals dlvidemlü 

CK q — CL : CE = CK: LE oder 
2 CE ^ q — LE : CE = CE : LE, 
woraus LE mittelst Nr. 2* des »SckoUums gefunden werden 
kann. 

Die Gonstruction^ ist demnach folgende: Man bestimme 
zuerst eine Länge q dturch die Proportion 

schneide von C auf CD ab zum Punkt errichte in M 

ein LotJi MX so lang als CE und besehreibe um X mit dem 
Halbmesser EM einen Kreis, der die Achse in zwei Punkten 
L und X triff);, so kann von jedem dieser Punkte weiter ver- 
fahren werden wie in §. 8. und wir erhalten zwei verschie- 
dene Durchmesser, die der Aufgabe genügen und deren einer 
sein hitus rectum um f übertrilFt, deren anderer um p über- 
troft'eu wird. 

Eine etwas andere Coustruction ergiebt sich, wenn aus 
obiger Proportion 

qiCL^CLi LE abgeleitet wird 

CL-^qxCE^qiCLy 

in welcher CL durch Nr. 3. des Scholiums gefunden werden 
kann. 

Diorisinns. Aus VII. 37. erliollt, dass, wenn der ge- 
gebene Unterscliicd p grösser als der Unterschied zwischen 
der kleinen Achse und ihrem latus rectum ist, überhaupt 
keine Auflösung .möglich ist; wenn er kleiner als dieser Un- 
terschied; aber grösser als der Unterschied zwischen der 
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grossen Achse luirl deren latus rectum ist, so wird nur der 
Punkt k iniierhulb der Ellipse liegen und also auf jeder Seite 
der kleinen Achse nur ein Durchmesser gefunden werden, 
der der Aufgabe genügt; wenn aber p kleiner als der Un- 
terschied swischen der grossen Achse und ihrem latus rectum 
ist^ so liegen die Punkte L und X beide innerhalb der Ellipse * 
und es lassen sich dann im Ganzen vier Durchmesser in der 
Ellipse finden, die der Anf||^abe genügen. Ist p gleich Null, 
so lallen (Hu Punkte L und >. in C zusaninicn und man er- 
hält dann diu gleichen conjugirtcn Durclnnesser. 

Co roll, I, Nach VII, 30. ist für je awci Durchmesser 
FG, F^G^ 

FG^ +FG^p:=F^G-,-\-F,G, -o,; 
sind nunFG,F^G^ zwei auf beiden Seiten eines dergleichen 
conjugirten Durchmesser befindliche Durchmesser, die gleiche 
Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, so setse man 

p^FG-p , p, =F,G, rjh 
dann erhält man ans obiger Zeile 

2 . FG2 — FG . /> = 2 7' , G? -{- F, G , • y> oder 
2 . (FG- — F, Gf ) =r /; . (FG + F, G , ) 
und also 2-(FG — F^G^) — p, d. h. der doppelte Ünterscliied 
. zweier, von einander verschiedener Durchmesser, die gleiche 
Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, ist diesem 
Unterschied selbst gleich. 

CorolL II. Wenn also zwei Durchmesser einer Ellipse 
gleiche Unterschiede von ihren lateribus rectis haben, so ist 
das Doppelte des einen gleich der Summe der Seiten des 
zum andern gehörigen Itechteeks. 

Coroll. III. Da hiernach 2F,G, = FG + p, so ist 
2FG'F^G, = FG' -\-FG'p = 2HP, 
wenn HI einer der beiden gleichen conjugirten Durchmes- 
ser ist. 

§. 25. Aufgabe 25. Aus den gegebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Rechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, der mit seinem latus rectum eine 
gegebene Summe bat 

Sei unter Beibehaltung der ttbliehen Bezeichnungen ^FiB.S88,4i5 
die gegebene {Summe, so ist nach Vll. 17., da 

AB^ ^{AB + r)'BD ist; 
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setzt man also 

4- r : I = I : 9 , so ist, da 

LE-\-LD = 2CL ist, 
q;CL=CL: LE, also 
CL — 9: CS =sCi;:I«£ und 
CE + g—CLiCBss CBiLE oder 
2CE'\- q—USiCE^CEiLB, 
woraus LE nach Nr. 2. des Scholiums m finden ist. 

Die Construction ist demnach folgende: Man bestimme 
eine Länge q durch die Proportion 

schneide |- von C ans auf CA ab sum Punkt My errichte in 

M ein Loth MX gleich CE^ beschreibe um X mit üfS einen 

Kreis, der die verlängerte CA in L triÖ't, und verfahre dann 
weiter wie in §.7. 

Bildet man aus obiger Proportion 

q: CL= CL : LE die neue 
CL^q: CE=zq:CL, 
so kann man daraus mit Hülfe von Nr. 3. des .Scholiums 
CL finden und erhält so noch eine etwas andere Con- 
struction. 

£8 verdient bemerkt zu werden, dass hier stillschweigend 
angenommen war AB > r; ist das Entgegen p^esetzte der Fall, 
so müssen in der Auflösung klein (" Aendcrnngcn vorgcnom- 
nicn wi l den, die so sehr auf der iiaud liegen, dass sie nicht 
besonders beschrieben sind. 

Diorismus. Aus VIJ. 38 und 39. erhellt, dass, wenn 
AB nicht kleiner als ist, die gegebene Grösse /i nicht 
kleiner als AB -f r sein darf, damit eine Auflösung möglich 
ist, und dass dann auf jeder Seite der Achse nur ein Durch- 
messer gefunden werden kann, der der Aufgabe genügt 

Ist aber AB^^r, so ist CE grosser als ^CA, und 
wenn auf der verlängerten CE ein Stück EL = CE abgeschnit- 
ten wird, liegt L innerhalb der Hyperbel j aus der Proportion 

q:CL=CL: LE 
ergäbe siel» dann^ dass für Riesen Fall q=z4tQJÜ sein müsste, 
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imthin würde der in obiger Construction erhaltene Pnnkt M 
mit L zusammenfallen und der um den Endpunkt des in M 
errichteten Lothes MX mit LE bes(;hrie])ene Kreis würde in 
diesem Fall, da MX= CE = LE ist, die Achse in L berüh- 
ren; nach III. 40. ist aber die Summe der Seiten des zu 
einem Durchmesser gehörigen Rechtecks für den durch die- 
sen Punkt L bestimmten Durchmesser FG ein Minimum und 
FG = ip. Ist also p < 4FG, so ist dann Uberhaupt keine 
Auflösung möglich. Um nun die Grösse dieses Minimums 
SU bestimmen, diene Folgendes. 

^'ach Vli. 15. ist 

AB^' =BD' LE'.LD^- und da 

AB^ = (AB -\-r)'BD, = ^FG' , LD^ = ^LE^, 
so entsteht 

AB-j-r:FG^^LEiL£^, 
da aber ferner LE=:^DE und 

(siehe §• 7.) ist^ so erhält man 



da nun p<.4FG sein muss^ damit eine Auflösung möglich 
t ist^ so muss 

p^ <8.(itfB.r — 

aeinj da aber ferner 

8 . (^ß . r — AB') = (AB -|- r)^ — (r — ^ABy, 

so erhellt, .dass das Quadrat der kleinsten Summe der Seiten 
eines zu einem Durchmesser einer Hyperbel gehörigen Recht- 
ecks gleich dem Unterschied swischen dem Quadrat der 
Summe der Seiten des zur Achse gehörigen Rechtecks und 

dem Quadrat des Uebcrschusses des zur Achse gehörigen 
latus rectum über die dreifache Achse ist. Sei E- der Kürze 
halber dieser Unterschied, dann werden ^ wenn p grösser als 
E, aber kleiner als AB -\- r ist, im Ganzen vier Durchmesser 
in der Hyperbel der vorgelegten Aufgabe genügen ; ist 
p=:AB-\-r, so sind ausser der Achse noch awei Durch- 
messer vorhanden, die der Aufgabe genügen, und wenn 
p >AB-\-r ht, genügen gleichfalls nur awei Durchmesser, 
welche gleiche Winkel mit der Achse bilden. Eine obere 
GrSDze für p ist aber nicht vorhanden. 
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Coro 11. I. ^a'w.n F^G^J F.^G.., zwei vcrschiedeue Durch- 
messer einer Hyperbel, die mit ihren lateribns rectis eine 
gleiche Summe p geben, so dass also 

ist Setsen wir dies in 

^, G, • (P . - f , G, ) = F,C, ■ (p, - F,G,) 
ein, so erhalten wir leicht die Zeile 

d. h. die Summe zweier solcher Durchmesser, die mit ihren 

latenl)us rectis dicsülbc Summe p geben, ist dieser halben 
tSuiiime ü;leich. 

Coro 11. II. Setzen wir in der Ictzteu Zeile statt p 
seinen Werth G, -j-p,, so erhalten wir 

und wenn wir hierin wieder 
setzen, erhalten wir 

P2 — 2 • 

§. 26. AufjB;abe 26. Ans den Seiten des znr Achse 
einer Ellipse gehörigen Becbtecks denjenigen Durchmesser 
zu finden, der mit seinem latus rectum eine gegebene 
Summe hat. 

Flg. 384« Ist p die gegebene Summe, so muss nach VII. 17. 
^* AB^ : ^BD'LE: DE» oder, da 

AIP ={AH~ r)-BD ist, 
An~r:LE = p"-'.DE^ 
sein, wodurch LE bestimmt und somit die Autgabe gelöst ist. 

Nach VU. 41. muss p grösser als AB -\- r und kleiner 
als RS -\- r, sein; damit eine Auflösung möglich ist 

Die Grösse, des Durchmessers kann Übrigens auch aus 
der Zeile 

AB'{AB + r)^FG'p 
leicht gefunden werden. 

V?. 27. Aurgal)e 27. Aus den p^egebenen Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gc]iöri<(en ]ieclitecks d( iijcnigen 
Durchmesser zu finden, dessen zugehöriges Kechteck gleich 
einem gegebenen Quadrat ist 
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Sei p das gegebene Quadrat, 80 ist nach VII. 18. t\k. 383« 

AB^ ip^ =BD:LD xmä da ^' 

AB^ = (AB + r) ' BD ist, 
p^=LD' (AB + r), 

wodurch die LSnge LD, also auch der Punkt L gegeben ist 
Aus Vn. 42. erhellt I dass p^ nicht kleiner als AB'V 

sein darf, damit eine Auflösung möglich ist 

§. 28. Aufgabe 98. Dieselbe Aufgabe als die vorige 

für die Ellipse zu lösen. 

Man hat eben so wie vorher aus VIT. 18. Fig. S8u 

AB^ :p^ z=zBD :LD, und da 

AB^ = (AB ^r)'BD ist, erhält man 

p^^(AB — r)'LD, 

wodurch LD bestiinint und tolgllch der l^iinkt L goj^eben ist. 

Aus YII. 43. erhellt, dass //- grösser nls AB ' r und 
kleiner als RS * r sein muss, damit eine Auflösung mög- 
lich ist 

§§. 29 und 30. .Aufgabe 29 und 30. Ans den gege- 
'benen Seiten des znr Achse einer Hyperbel gehörigen Recht- 
ecks denjenigen Durchmei^ser zu fiiiden^ dessen Quadrat mit 
dem Quadrat seines zugcliörigeu latus rectum eine gegebene 
Summe hat. 

§. 29. flir den Fall, wenn AB:>r ist 

Sei unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen j?^ diepig. asst. 
für FG^ + p> gegebene Grösse, so ist nach VIL 19. 

AB^ :p^:=BD»LB: LD^ + LE^ oder also 

AB + r:p=p: ^ ; 

und wenn man 

AB -\- r :p—p\ q setzt, so ist 
q'LE = LD^ + LE^ oder 
q ' LE = DE^ -f 2LD • LE, d. i. 
LE'(q-2LD)=^LE'(q^2LE + 2DE) = DE^ oder 

ZK . (I + — Xe) = \ DB» , 

ans weklier Zeile LE mit Hülfe von Nr. 2. des Scholiums 
gefunden werden kann. 

Es ergiebt sich demnach folgende Construction : 
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Man bestimme g durch die Proportion 

if Ä -t- r . - — - ; - , 

schneide j von C aus aüf CA ab zum Punkt M, errichte in 

M ein Loth MX gleich der Diagonale des Quadrats, dessen 
Seite* CE ist, beschreibe mit ME um X einen Kreis, der die 
verlängerte CA in L trifft, und verfahre dann mit L weiter 
wie in §. 7. 

Nach Vn. 44 darf nicht kleiner ab AB^ + sein, 
damit eine Auflösung möglich ist. 

§. 30. für den Fall, wenn AB <r r Ist. 
Fig. 383b. Die Aualjsia bleibt dieselbe ab im vorigen Fall, bis zu 
der Zeile 

aus welcher wir diesmal ableiten müssen 

LE ' (g — 2LE—2DE) = DE^ oder 

Die Gonstruetion lautet wieder wörtlich wie oben, nur^ 
wird der um X mit ME beschriebene Kreb die verlängerte 
CA unter Umstunden , die gleich näher au erörtern sind, in 
zwei Funkten L und X treffen, so dass dann im Ganzen vier 
Durchmesser gefunden werden können ^ die der Aufgabe ge- 
nügen. 

Diorismus. Aus VIT. 45 und 4G. erhellt, dass, wenn 
ABzwax kleiner ab r, aber -4^2 ni^ht kleiner als ^-(r — ABy, 
grösser ab^fi^ + sein muss, damit auf jeder Seite 
der Achse ein Durchmesser möglich ist, der der Aufgabe 

genügt. 

Wenn AB^ aber kleiner ab {-{r — ABy ist, so giebt 

es einen Punkt L in der verlängerten CA, für dessen zuge- 
hörigen Dureliraesser FG die Grösse FG"^ -| p~ ein Minimum 
ist; <la nach VIT. 46. dann LE'^ — \DE' ist, so haben wir, 
um die Grösse dieses Minimums zu bestimmen, 

TO:/j = ZJ?:LD=l:l -h V2, also 

FG2 : FG . p = 1 : 1 -f V 2 und 
FG^ 4-p2:JJ^a=44-2V2:l so wie 
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FG2 iFG'p — FG'^ = 1 : V2, mithin, da 
FG-p—FG^^^AB-r-^AB^ ist, 
FG^ + i AB-r-^AB^ =^2 + 

Hieraus erhellt also, dass^ wenn 

ist, keine Auflösung möglich ist \ ist gleich diesem Aus- 
drncky so bertthrt der um X mit ME beschriebene Kreis die 
Achse und wir erhalten auf jeder Seite der Achse einen 

Durchmesser; der der Aufgabe genügt; ist /?- grösser als 
dieser Ausdruck, aber kleiner als AB"^ -f- '^^j so erhalten wir 
zu beiden Seiten des Minimaldurchnicssers FG einen Durch- 
messer, also im Ganzen deren vier, die der Aufgabe genü- 
gen; ist > AB^ -\- y so genügen überhaupt, nur zwei 
Durchmesser der verlangten Bedingung. 

Wenn AB ^ r, so sind alle Durchmesser ihren lateribus 
rectis gleich und dann ist also ^p^ gleich dem Quadrat des 
gesuchten Durchmessers, mithin die Aufgabe auf dne frühere 
zurückgeführt. 

Cor oll. I. Selen F, Gj, i^2^2 «wei verschiedene Durch- 
messer, welche mit ihren lateribus rectis p^f p^ dieselbe 
Summe p^ geben, so erhalten wir aus den Zeilen 

F^Gi+p]=p\ F^Gl-^pl=p\ 
wenn wir darin statt Pit p^ ihre aus den Zeilen 

F,G?-F,G, .p, , F,Gl-F^G,'p,=q^, 

wo der Abkürzung halber für AB-r — AB^ steht, ge- 
nommenen Werthe 

setzen, die erhaltenen Zeilen nach WegschafFung der Nenner 
subtrahlrcn und dann mit F^G\ — F^G}^ dividlren, 

G\ -f i^jGJ = — jf» = — ^5 . r + AB^- 

Coro 11. II. Hieraus ergiebt sich, dass das Quadrat 
desjenigen Durchmessers, der mit dem Quadrat seines latus 
rectum eine Summe gleich AB- + giebt, gleich 

Apollonia«, Kegelschnitte* . 21 
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igt und dass das Quadrat des zu ihm gehörigen latus rectum 
gleich i*(r + ^2 ist 

§. 31. Aufgabe 31. Dieselbe Aufgabe als die vorige 
für die Ellipse zu lösen. 
FiK.98inn4 Hall hat Unter Beibehaltung der üblichen Bezeiclmun- 
gen^ wenn die für -i~P^ gegebene Grösse ist^ aus 

vn. la 

AB* :p*=sBD*LE:LD* + LS» und, da 
AB^ = (AB'-r) ' BD ist, 

AB — r:p=:p: 5 

setzt man also 

AB — rip^piq, so ist 
q LE^LD* + LE^ =5 DE*--2LD'LE oder 
LE' (g + 2LD)=^LM'{y + 2DE—2LE) = DE^, also 
LE\^-\- DE'-~LE)^\DE^ , 

aus welcher Zeile sich LS mittelst Nr. 2* des Scholiums 
bestimmt* 

Man hat daher folgende Construction : 

Man bestimme q durch die Proportion 

r. j — 2 • 4 » 

schneide j von C aus auf CB ab zum Punkt errichte in 

M ein Loth MX gleich der Diagonale des Quadrats, dessen 
Seite CE ist, bcsclireibe mn X mit MD einen Kreis, der die 
Achse in einem Punkt L triÜ't, und verfahre dann weiter wie 
in §. 8. 

Diorismns. Aus VII. 47 und 48. erhellt , dass, wenn 

AB"^ nicht grösser als h'{AB-\-ry- ist, y/^ grösser als AB- -j-r^ 
und kleiner als RS- -\- r'\ sein muss, damit eine Auflösung 
möglich ist; und wenn diese Bedingung erfüllt ist, wird sich 
jedenfalls zwischen der grossen und kleinen Achse ein Durch- 
messer ergeben, der der Aufgabe genügt. 

Wenn aber AB^>^^{AB+rY, so giebt es nach VIL48. 
einen Durchmesser FG zwischen AB und BS^ für welchen 
FQ* -^-r ^uk Mmimum ist Ist L der auf die bekannte Art 
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diesem Mlnimumsdiirchmessor correspondirende Punkt der 
Achse, 80 iat nach VIT. 48. LE^^)^DE^ und 

1) TO» = 4 — 21^:1, und da 

FG^ iFG^p = 1:^2— 1, ist 

2) FG^iFG^ -\-FG'p^l:y2, mithin, da 

3) FG^ + p^:AB^ -\-AB r = i-'2y2 1^2 

= V8 — 2:1. 
Ist also p» kleiner ab 

(yS — 2) . (AB^ 4- i4B . r), 

so ist keine Auflösung möglich, ist es dieser Grösse gleieli, 
so wird jederseits der Achse ein Durchmesser, und wenn iv^ 
grösaer als dieser Ausdruck , aber kleiner als AB^ iöt, 
to werden jederseits der Achse zwei, also im Ganzen vier 
Durchmesser der Aufgabe genügen. Ist femer ^AB^ r^, 
so genügt ausser der grossen Achse jederseits noch ein 
Durchmesser, und wenn p^>AB^'\-r^f aber kleiner als 
ÄS» + r J ist, überhaupt jederseits nur ein Durchmesser. Er- 
reicht p- die Grösse RS- -j-^^, so genügt nur noch die 
kleine Achse, und überschreitet er sie, so wird die Auflösung 
unmöglich. 

C o r o 1 1. L Seien i^, G , , zwei Durchmesser, welche 
mit Ihren lateribus rectis p, , p, dieselbe Qnadratsumme 
geben, so dass ahM> F,GJ + pj = und FJ!l + pj =p^,^ 
und sei der Abkürzung halber 

AB^ -\-AB 'r=^q^, 
dann ist jP,Gf +F,G, .p, arj», also 

^» = F^a\ "^"^ ^» = f^gI ' 

und wenn man diese Werthe oben einsetzt, die Nenner 
fortschafii, die erhaltenen Zeilen subtrahirt und den 

Rest mit FjGJ — FjG^ dividirt, so erhält man 

Co roll. n. Hieraus erhellt, dass das Quadrat des- 
jenigen Durchmessers F,G,, für welchen 

21* 
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ist, gleich 

bt und das Quadrat des zugehörigen latus rectum gleich 

Cor oll. III. Es folgt sonach, dass, wenn jederseita 
der Achse zwei Durcliiiicsser vorhanden sind, die der Auf- 
gabe genügen, diese zwischen der grossen Aolise und den 
gleichen conjugirteu Durehmessern sich betinden, da sie 
grösser als ihre zugeliörigen latera recta sein müssen. 

Coro IL IV. Aua Zeile (2) des Beweises erhellt, da 
FG* +FG'p = AB^ +AB'r = AB* +R8* 

ist, dass das Quadrat des Durclimessers, für weU'hen FG - -\- 
ein Minimum ist, zur iSunnne der Quadrate der Aelisen sich 

wie 1 ; V2 verhält^ und dass dieser Durchmesser selbst zu 

seinem latus rectum sich wie 1 : — 1 verhält, folgt aus der 
dort Torhergehenden Proportion ; daher haben in allen Ellipsen 

sowohl diese Durchmesser als ihre latera recta ein festes 
Verhältniss zur Sehne des EUipsenquadranteu. 
Co roll. V. Aus der Bedingung 

AB^ :> i'{AB -i- r)^ oder 

^.V2>^-f^,d. i. 

— l)>Ä8f2, also 

^ < l/(V2 ~ 1), d. L ^ < 0,6436 

ergiebt sich der grösstc Werth, den das Verhältniss ^ haben 

kann, wenn vier Durchmesser der Aufgabe genügen sollen. 

§. 32. Aufgabe 32. Aus den gegeljencn Seiten des 
zur Achse einer Hyperbel gehörigen Kechtecks denjenigen 
Durchmesser zu finden, dessen Quadrat von dem Quadrat 
seines zugehörigen latus rectum um ei|ie gegebene Grösse 
yerschieden ist. 

Fti;. 88Sa Sei die gegebene Grösse, so ist aus VIL 20., wenn 

und b. <| . 1 

dann noch 

AB^ ={AB-\-r)'BD 

gesetzt wird, 
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1) AB^rrip^v , 

und wenn wir 

2) iiÄ + r:|-=|:j setzen^ so ist 

4g 'LE = LE^ — LD- ^ DE • (LE + LD) = 2CE'2CL, also 

q'LE=:CE'CL oder 
CBiLB = i:CL und 

3) CE - q:CE=CE:LE, 

woraus LE zu iinden ist. 

Die (Jonstruction ergiebt sich also von selbst , indem 
ans den beiden Proportionen (2) und (3) erst g und dann 
LE gefunden wird; in der Figur werden jedoeh kleme Un- 
terschiede sich s^geu; je nachdem AB'>r oder AB^r 
ist, auch schon in der Analysis mttsste es ftbr letzteren Fall 
in Zeile (1) LD' — LE^ und in Zeile (3) q—CE liciöbcn, 
wie ohne Schwierigkeit erkannt wird. 

Diorismus. Aus VII. 49. erhellt, dass, wenn AB^r 
igt, AB^—r^ der kleinste, 2 - (AB^ — AB - r) der grösste 
Werth ist, den haben darf, damit eine Auflösung möglidi 
ist; wenn aber AB<ir, so ist — AB^ der grösste und 
2'(AB'r^AB'^) der kleinste Werth ftr nach VII. 50. 

§. 33. Aulgabe 33. Dieselbe Aulgabe ab die vorige 
ftlr die Ellipse zu lösen. 

Sei wieder p^ die gegebene Grösse, so ist ans VIL20., f\k. 3K4a 
da AB^=^BD' (AB — r) ist, ' 

1) AB — rip =p: j-^ — , und wenn 

2) AB-r.l=^:t 
gesetzt wird, also 

4q LE=^Lm'-LD^=^DB'(LE--LD) = 2CB'2CL, d.h. 

q'LE= CE ' CL oder 
qiCE=iCLxLE und 

3) CE—gtCEs^CEiLR 

Die Constructioii besteht daher nur in der Auflösung 
der beiden Proportionen (2) und (3) und dem weiteren Ver- 
tahren mit dem Punkt L, wie in §. 8. 
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Es leuchtet jedoeh ein, dass wir uns statt des Punktes 
L eben so gut einen andern Punkt >. auf der andern Seite 
des Mittelpunktes denken können, für welchen dann aus der 
Proportion 

abgeleitet werden inttBBte 

q~\-CE:CE=CE:}.E, 

woraus sich XE als ein von LE verschiedener Werth er- 
giebt. 

Diorismas. Aus VII. 51. erhelit, dass r^-^RS* der 
grdsste Werth ist^ den haben darf, damit eine Auf lösang 
mdglieh ist; liegt zwischen diesem Werth und AB* — r*, 
so findet nur die durch den Punkt X bezeichnete Auflösung 
Statt und es gentigen also dann im Ganzen zwei Durchmesser, 
die zu beiden Seiten der kleinen Achse liegen. Ist p^=AB^ 
— r-, so genügt ausserdem noch die grosse Achse selbst, 
und wenn p^j<,AB^ — , so giebt es im Ganzen vier 
Durchmesser, welche der Aufgabe genügen, und diese fallen, 
wenn gleich Null wird, mit den gleichen conjugirten Durch- 
messern zusammen. 

Da nach dem Obigen 

g.CE= CL.LE=: C\:}.E, 

so erhellt, dass L und X zugeordnete harmonische Punkte in 
Bezug suf C und E sind und dass also, wenn einer von 
ihnen bekannt ist, der andere leicht gefunden werden kann. 

ScUossbemerkuDg des U&lley« 

Bis hierher haben wir unter Festhaltung der Ordnung, 
in welcher die Diorismen gegeben sind, die Auflösungen der 
Aufgaben behandelt, deren Grenzen der Auflösbarkeit un- 
mittelbar durch die dioristischen Lehrsätze des siebenten 
Buches gegeben werden; und wir sind überzeugt, dass der 
Inhalt des achten Buches von dem hier Gegebenen nicht 
wesentlich verschieden gewesen ist. Wir hoffen aber, dass, 
wenn wir vielleicht auch die Analysen und Constructionen 
des Apollonius nicht immer getroffen haben mögen, das, was 
wir an »Stelle derselben gegeben haben, einem billigen Leser 
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nicht iinanc;cmesRen er.^clieinen mö^e. Obj^lcich iibrigens die 
Zahl der bestimmten KegelsclmittBaufgaben ^ deren Analysen 
ans diesen Elementen ohne grosse Mühe gefunden werden 
können, eine sehr grosse ist, so war es hierbei doch unsere 
einzige Absicht« den Spuren des Apollonius so nahe als 
irgend möglich nachzugehen. Wenn nun das Glück es 
wollte, dass das Terlorne Buch in späterer 2ieit wieder auf- 
gefunden wird, 80 soll es uns doch nicht gereuen, fUr diesen 
Zweck Zeit und Mühe verwendet zu haben. 
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Erstes Buch. 

Erste lieilie von Erklärungen. 

§1. L iDien vom Scheitel eines Kegels nach einem Punkt der 
Kegelflifiche Hegen ganz in derselben. 

§. 2. Linien, die zwei Punkte einer KegelHache verbindeDi liegen 
ganz innerhalb, ihre Vcrliingeningen ausserhalb derselben. 

§. ''3. Jeder ebene Schnitt durch den Scheitel eines Kegels giebt 
ein Dreieck. 

§. 4. Jeder Schnitt parallel der Grundflüche ist ein Kreis. 

§. 5. Ein Schnitt senkrecht auf der Ebene des Achsendreiecks, 
das auf der Grundfläche senkrecht .-;teht, der von diesem ein ahnliches 
Dreieck mit verwechselten Winkeln an der Grandlinie abschneidet, ist 
ein Kreis und heisst Wechselschnitt. 

§. (3. Eine Linie zwischen zwei Punkten einer Kegelfläche, die 
parallel einer Sehne des Gmndkreises ist, wird von dem Achsendreieek, 
dessen Grundlinie senkrecht auf dieser Sehne steht, halbirt. 

§. 7. Stehen die Durchschnittslinien eines Achsendreiecks und 
eines beliebigen Schnitts mit der Grundfläche senkrecht auf einander, 
80 ist die Durchschnittslinie der ersten beiden Ebenen ein Darchmeeser 
des erhaltenen Kegelschnitts. 

§. 8. Parabel und Hyperbel laufen in*s Unendliche fort. 

§. 9. Ein Schnitt, der weder der Basis parallel noch ein Wechsel- 
schnitt ist, kann kein Kreis sein. 

§. 10* Jede Sehne eines Kegekchnitts liegt innerhalb, ihre Ver^ 
Uingerung ausserhalb desselben. 

§.11. In einem Schnitt parallel einer Seitenlinie des Kegels ist 
das Quadrat der Ordinate gleich einem Rechteck aus der Abscisse und 
einer gewissen LiSnge, die Panuneter oder latus rectum heisst. Der 
Schnitt selbst heisst F^bel. 
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§. 12. In einem Schnitt , der beide HHlften der Kegelflache triflt, 
ist das Quadrat der Ordinate gleich dem Rechteck aus der Abscisse und 
einer gewissen Länge, vermehrt um ein anderes Rechteck von gleicher 
Breite, das ähnlich dem aus der Achse und dieser i^änge gebildeten ist. 
Jene Länge heisst Parameter oder latus rectum, der Scimitt Hyperbel. 

§. l.'i. In einem Schnitt, der nur eine Hälfte der Kegelfläche 
trifft und keiner Seitenlinie parallel ist, ist das Quadrat der Ordinate 
gleich dem Rechteck aus der Abscisse und einor gewissen Länge, ver- 
mindert um ein anderes Rechteck von glticlier I^reite, das ähnlich 
dem aus der Aclise und dieser Länge gcbildi-teu ist. Jene Länge 
heisst i'araincter oder latus rectum, der Schnitt Ellipse. 

14. Die Schnitte, welche dieselbe schneidende Ebene in den 
beiden Hälften einer Kegelllächc giebt, haben denselben Durchmesser, 
gleiches latus rectum und heissf;n (jegenschnitte. 

§. 15. Eine im Mittelpunkt eines Durciimessers einer Ellipse au 
beiden Seiten bis an den Umfang gezogene Parallele mit den Ordina- 
len heisst der zweite Durchmesser und hat /um Parameter die dritte 
Proportionale zum zweiten und ersten Durchmesser. 

§. IG. Eine Linie zwischen zwei Gegenschnitten, die eine Ver- 
bindungslinie zweier Punkte derselben halbirt, heisst in Bezug auf den 
dieser Verbindungslinie parallelen Durchmesser der zweite oder con- 
jogirte Durchmesser. 

Zweite Reihe Ton ErklSrnngen. 

§.17. Die vom Scheitel eines Kegebchnitts parallel den Ordi- 
naten gezogene Linie fällt gana ausserhalb. 

f. 18. Eine innerhalb eines K^elschnitts parallel einer Tangente 
gesogene Linie trifft denselben in swei Punkten. 

§. 19. Eine vom Durchmesser parallel den «igehörigen Urdioaten 
j^ogene Linie trifft den Kegelschnitt. 

§. 20. In der Parabel verhalten sich die Quadrate der Ordinaten 
wie die zugehörigen Absciasen. 

§.21. In der Ellipse und Hyperbel verhalten sich die Quadrate 
der Ordinaten wie die Rechtecke aus den Abscissen. 

§. 22. Jede Sehne einer Parabel oder Hyperbel schneidet ent- 
weder selbst oder in ihrer Verlängerung den Durchmesser. 

§. 28. Jede Sehne einer Ellipse, deren Endpunkte zwischen den 
Endpunkten zweier coqjugirten Durchmesser liegen, schneidet verlängert 
beide Durchmesser. 

%. 24. Jede Tangente einer Parabel oder Hyperbel schneidet den 
Dnrclunesser. 

§. 25. Jede Tangente einer Ellipse in einem andern Punkt alt 
den Scheiteln sweier conjnghrten Durchmesser schneidet diestfben. 
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§. 26. Jede PnraUele mit dem Dorobneuer einer Parabel oder 
Hyperbel sehnetdet den Kegelaehnitt nor einmal. 

$. 37. Jede linie , die fien -Darchmesser einer Finibel schneidet, 
schneidet diese BiveiniiL 

{, 38. Jede innerhalb eines Gegenachnitts parallel einer Tangente 
am andern gezogene Linie schneidet dieselben zweimal. 

§. 39. Jede durch den Mittelpunkt an einen von zwei Gegen- 
schnitten gezogene Linie trifil verlängert den andern. 

§. 30. Jede durch den Mittelpunkt einer Ellipse oder zweier Ge- 
genscbnitte gezogene und diese treffende Linie wird im Mittelpunkt 
halbirt. 

§. 31. Jede von einem Punkt des latus transversum , der jenseit 
des Mittelpunkts lie^'t, an eine Hyperbel gezogene Linie fällt verlängert 
innerhalb der Hyperbel. 

§. ^2. Zwischen die im Scheitel eines Ke-^elschnitts parallel den 
Ordinalen gezogene Linie und den Kegelschnitt fallt keine andere ge- 
rade Linie. 

§. 3v3. Wird von einem Punkt einer Parabel eine Ordinate gezo- 
gen und die Abscisse über den Scheitel um sich selbst verlängert, so 
ist die Linie von dem erhaltenen Endpunkt nach dem erstgenannten 
Punkt eine Tangente. 

§. '34. Wird von einem Punkt einer Hyperbel oder Ellipse eine 
Ordinate gezogen und zu den beiden Scheiteln des latus transversum und 
dem Fusspunkt der Ordinate der vierte harmonische Punkt gesucht, so 
ist dessen Verbindungslinie mit dem erstgenannten Punkt eine Tan- 
gente. 

5?. 35. Jede Tangente einer Parabel schneidet auf dem verlän- 
gerten Durchmesser ein Stück gleich der Abscisse des Berührungs- 
punktes ab. 

§. 36. Jede Tangente einer Hyperbel oder Ellipse theilt den 
Durchmesser in demsejiben Yerhältniss als die Ordinate des Berührungs- 
punktes. 

§§. 37 und 38. Sind A, B, D, E vier harmonische Punkte, F 
die Mitte zwischen den zugeordneten A und B, so ist 

1) FB^ = FJfFA\ 

2) FE' DE=^ AE - BK. 

Dies angewendet auf den Durchschnitt einer Tangente mit dem ersten 
nnd zweiten Durchmesser. 

§§. 39 und 40. Enthalten eine leichte Folgerung aus $$. 21, 37 
and 3Ö. als Vorbereitung für die folgenden Sätze. 

§. 41. Ein Parallelogramm über einer Ordinate ist gleich der 
Summe oder dem Unterschied zweier damit gleichwinkliger und 
nater sich ähnlicher ül;^ der bis zum Mittelpunkt reichenden Ab* 
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scisse und dem Radius, wenn das Vcrhaltniss der Seiten des ersten 
zusammengesetzt ist aus dem Verhültniss der Seifen eines der letzteren 
und dem des Uitus rectum zum latus transverstim. 

§. 42. Werduu von einem Punkt einer Parabel uiue Ordinate und 
eine beliebige andere Linie an den Durchmesser gezogen, so ist das 
erhaltene Dreieck gleich dem rarallclogramm zwischen der Abscisse 
and der Tangente in deren Scheitel, wenn diese durch den Durchmes- 
ser hegriinzt wird, iu dessen Scheitel diu Taugeute parnllel der belie- 
bigen Linie ist. 

§. 43. Das Dreieck zwischen zwei üben.*««» wie vorher bei der Pa- 
rabel, bei Ellipse oder Hyperbel gezogenen Linien ist gleicli einem 
Trapez zwischen der Ordinate, Abscisse, Tangente im Scheitel und 
Durchmesser nach dem Punkt, dessen Tangente der beliebigen Linie 
parallel ist. 

§. 44. Dieselbe Eigenschaft für ( iegenschnitte bewiesen. 

§. 45. Kino ähnliche Eigenschaft findet in Bezug auf den zweiten 
Durchmesser Statt. 

§. 4(), Jede Parallele mit dem Durchmesser einer Parabel halbirt 
die Sehnen, welche der Tangente in ihrem Scheitel parallel sind. 

§. 47. Jede Linie, die durch den Mittelpunkt einer Hyperbel 
oder Ellipse gohtj halbirt die Sehnen, welche der Tangente im Scheitel 
parallel sind. 

§. 48. Jede Linie vom Mittelptmkt zweier ( iegenschnitte an einen 
derselben gezogen halbirt verliingert auch im andern Gegenschnitt die 
der Tangente im Scheitel am ersten (jiogenschnitt parallelen Sehnen. 

§. 49. Werden in einem Punkt einer Parabel ein Durchme.'^ser 
und eine Tangente bis an einen andern Durchmesser gezogen, so ver- 
hieilt sich das Stuck des erstgenannten Durchmessers vom Scheitel bis zur 
Tangeute im Scheitel des andern zu dem Stück der Tangente vom 
Scheitel bis zur andern Tangente wie das Doppelte dieser ganzen Tau- 
gente zum latus rectum des genannten Durchmessers. 

§. r)0. Dieselbe Eigenschaft für Ellipse and Hjrpwrbol* 

§. 51. Dieselbe für Gegenschnitte. 

§. 52. Aus dem gegebenen Durchmesser, Scheitel, Uitus rectum 
nnd Ordinatonwinkel einer Purabel einen Kegel zu finden, dessen Durch- 
schnitt mit einer gegebenen Ebene diese Parabel giebt. 

§§. 53, 54 und 55. Dieselben Aufgaben für eine Ujperbel, £Uipie 
und swei Gegenscfanitte. 

§. 5ti. Conjagirte Gegenschnitte zu besehreiben. 

Zweite» Buch. 

§. 1. Wird auf der Tangente einer Hyperbel vom Bertihrungs- 
piwkt nach jeder Seite ein $töck nb^eschnitten, desMo Quadrat gleich 
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dem vierten Theil des xam DnreluMMMr gehörigen Reebteeke ist, so 
sind die Linien vom liittelpankt nach den «liudlenen Finklen Aeym- 

ptolen. 

§• 2. Et gelim vom Mittelpmikt keine «ideni Aiymptoten an« 
■la die des vorigen Satzes. 

§. 3. Der Berührangspunkt einer Tangente «ner Hyperbel iat 
die Mitte dei von den Asymptoten darauf abgeschnittenen Stücks. 

§. 4. Eine Hyperbel zu construiren, deren Asymptoten zwei ge- 
gebene Linien sind and welche durch einen gegebenen Pankt geht. 

§. 5. Die Tangente im Scheitel des Durchmessers einer Hyper- 
bel oder Parabel ist parallel den Sehneu, weiche der Durchmesser 
halbirt (siehe ^ 17). 

§. 6. Dasselbe für die Ellipse. 

§. 7. I^ie Linien vom Berührungspunkt der Tangente eines Ke- 
gelschnitts nach der Mitte einer damit parallelen Sehne ist ein Durch- 
messer. 

§. ^. Jede Sehne einer Hyperbel trifft verlängert beide Asym- 
ptoten und die so erhaltenen äusseren Abschnitte sind gleich. 

§. 9. Eine Linie, deren zwischen die Asymptoten einer Hyperbel 
fallendes Stuck durch einen Punkt der Hyperbel halbirt wird, ist eine 
Tangente derselben. 

§. 10. Das Keehteck aus den Abschnitten einer schneidenden 
Geraden, die zwischen einem Hyperbelpunkt und den beiden Asym- 
ptoten liegen, ist gleich dem vierten Theil des tn dem Durchmesser, 
der die entstandene Sehne halbirt, gehcirigen Rechtecks. 

§. 11. Eine (jeradt ', liie die Schenkel des Nebenwinkels des Asym- 
ptotenwinkels trifft, sehneidet die Hyperbel nur in einem Punkt, und das 
Rechteck ans den wie iin vorigen Satz gebildeten Abschnitten derselben 
ist gleich dem Quadrat des mit der (ieraden parallelen Halbmessers. 

12. Das Rechteck aus zwei von einem Hyperbelpunkte an die 
Asymptoten unter gegebenen Winkeln gezogenen Linien ist consUmt. 

§. l;{. Jede Parallele mit einer Asymptote, die innerhalb dea 
Asymptoten Winkels liegt, trifft die Hyperbel nur in einem Punkt. 

§. 14. Asymptote und Hyperbel kommen einander näher als bis 
auf irgend eine gegebene Entfernung. 

§. 15. (k genschnitte haben dieselben Asymptoten. 

§. IH. Jede Linie, die die Schenkel des Nebenwinkels eines 
Asymptotenwinkels schneidet, trifft die Gegenschnitte je in einem Punkt 
und die auf ihr entstehenden äusseren Abschnitte sind gleich. 

§. 17. Conjugirte Gegenschnitte haben dieselben Asymptoten. 
LÖ and 10. Jede Tangente einer Hyperbel trifft die benach- 
barten conjugirten Hyperbeln und ibr Beriihnragipankt ist die Mitte 
vn'uckeu den Spbneidun^unkten, 
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§. 30. Zwei LinMn Tom Mittelpunkt conjuglrter Hyperbdn, -von 
denen eine jede parallel der Tangente im Endpunkt der andern ist, 
sind conjugirto Durchmesser für beide Taare von Gegenschnitten. 

§. 21. Die Tangenten in den Ekidpunkten zweier conjagirter 
Durchmesser conjuglrter Gegenschnitte treffen sich auf den Asym- 
ptoten. 

§. 22. Wiederholaug von §. 10. mit Bezog auf conjugirte Gegen- 
schnitte. 

§. 23. Das Rechteck aus den Abschnitten einer conju<!;lrte (Jegen- 
schnitte durchschneidenden Geraden, die zwischen einem innern St^hnei- 
dungspunkt und den beiden äusi^ereu liegen*, ist gleich dem doppelten 
Quadrat des parallelen IlalbnieHsers. 

§. 24. Zwei Sehnen einer Parabel, bei welchen kein Endpunkt 
der einen zwischen den Endpunkten der andern liegt, schneiden sich 
ausserhalb derselben. 

§. 25. Derselbe Satz für die Hyperbel. 

§. 2G. Zwei nicht durch den Mittelpunkt gehende Sehnen einer 
Ellipse können sich iiicht halbiren. 

§. 27. Geht die Beriihrungsschne zweier Tangenten einer Ellipse 
durch den Mittelpunkt, so sind dieselben parallel, im andern Fall 
schneiden sie sich auf der Seite der Sehne, auf welcher der Mittel- 
punkt nicht liegt. 

^. 28. Die Verbindungslinie der Mitten zweier paralleler Sehnen 
eines Kegelschnitts ist ein Durchmesser. 

§. 29. Die Linie vom Schneidungspunkt zweier Tangenten eines 
Kegelschnitts nach der Mitte der Beriihrungssehne ist ein Durch- 
messer. 

§. 80. Der durch den Sclnundungspnnkt zweier Tangenten eines 
Kegelschnitts gehende Durchmesser halbirt die Beruhrungssehne. 

§. 31. Geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier 
Tangenten an Gegenschnitten durch den Mittelpunkt, so sind die Tan- 
genten parallel, im andern Fall schneiden sie sich auf der Seite des 
lütteipunkts. 

§. 32. Zwei nicht parallele Sehnen oder Tangenten zweier Ge- 
genschnitte schneiden sich im Nebenwinkel des Asymptotenwinkels. 

§. 33. Eine Sehne oder Taugente eines von swei Gegenschnitten 
trifft den andern nicht. 

§. 34. Die Linie vom Berührungspankt ^ler Tangente eines von 
zwei Gegenschnitten nach der Mitte einer damit penllelen Sehne im 
andern ist ein Durchmesser. 

f. 35. Eine Tangente eines von zwei G^enscbnitten ist parallel 
einer solchen Sehne des andern, welche der vom Berührungspankt aus- 
gehende DorchniMser fanlbirt 



Digitized by Google 



334 



§. 36. Dio VorbindofigtKnSe der Mitten mewr ponilteler Sehnen 
zweier Gegenschnitte ist ein Durchmesser. 

§. 37. Trißl eine Linie zwei Gegenschnitte, so sind die bei- 
den vom Mittelpunkt aus gezogenen Linien, deren eine derselben 
parallel, deren andere nach ihrer Mitte gezogen ist, conjugirte Durch- 
messer. 

§. 3H. Wenn zwei Tangenten an zwei Gegenschnitten sich schnei- 
den, so ist die Linie von ihrem Schneidungspinikt nach der Mitte der 
Hcriihruii<:;sn( Ime ein /weiter Durchmesser, die Parallele mit letzterer 
durch den Mittelpunkt der conjugirte erste. 

§, '.'AK Der durch den Schneidunj^spunkt zweier Tangenten an 
zwei Gegenschnitten gezogene Durchmesser halbirt die Berührungs- 
aehne. 

^. 40. Wird durch den Schneidungspunkt zweier Tj\ngenten an 
zwei (jegensehnitton eine Parallele mit der Heriihrungssehne gezogen, 
80 sind <lie Verbindungslinien der Dnrchschnittspimkto dieser Paral- 
lelen mit der Mitte der Bertibruugssuhne Tangenten an den Gegen« 
schnitten. 

§, 41. Zwei Gerade, die zwei (iegenschnitte schneiden und nicht 
durch den Mittelpunkt gehen, k<»nnen sich nicht hulbiren. 

ij. 42. Dieselbe Kigenscluift für conjugirte Gegenschnitte. * 
§. 43. Kine Linie vom Mittelpunkt zweier (Jegenschnitte an die- 
selben lind eine niideK; nach der Mitte einer der er.sten Linie paral- 
lelen Sehne in den conjugirten Gegenachuitten sind conjugirte Durch- 
messer. 

Aufgaben. 

§. 44. In einem gegebenen Kegelschnitt einen Durchmetser zu 
finden. 

§. 45. In Ellipse oder Hyperbel den Mittelpunkt zo finden. 
§. 40. In einer Parabel dio Achse zu finden. 
§. 47. In Ellipse oder Hyperbel die Achsen zu finden. 
§. 48. Lehnatz. Es giebt nur ein Paar Achsen in Ellipse und 
Hyperbel. 

§. 49. Durch einen nicht innerhalb eines Kegelschoitts g^^ebenen 
Funkt eine Tangente an denselben zu ziehen. 

§. 50. An einen Kegelschnitt eine Tangente zu ziehen, die mit 
der Achse einen gegebenen Winkel bildet. 

§. .51. An Purabel oder Hyperbel eine Tangente zu ziehen, die 
mit dem Durchmetser nach dem Beriihmng^piinkt einen gegebenen 
Winkel bildet. 

§. 52. Lehrsatz. Bei der Ellipse ist der spitze Winkel, den 
iigend eine Tangente mit dem Durchmesser nach dem Berühimip- 
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punkt bildet» nicht kleiner als der Winkel, den die Linien von den End- 
punkten der kleinen Achte neeh einen Bndpnnkt der grosaen gesogen 
out einender bilden. 

§. 53/ An eine Ellipse eine Tangente eo sieben , die mit dem 
Dinrdunesser nach dem Bttührengsponkt einen gegebenmi Winkel bildet. 

Drittes Buch« 

§. 1. Zwei Tangenten eines Ke^relschnitts bilden mit den' nach 
ihren Berührnngspankten gesogenen Durchmessern gleichfliiehlge Dreiecke. 

§. 2. Werden ausser den Linien <les vorigen Satzes noch Paral- 
lelen von einem Punkt des Kegelschnitts mit den Tangenten gezogen, 
so ist das Viereck aus diesen Parallelen einer Tanjrente und dem nicht 
zugehörigen Durchmesser gleich dem Dreieck, das dieselbe Tangente, 
den zugehörigen Durchmesser und eine der Parallelen zu Seiten hat. 

§. 3, Werden ausser den Linien von §. 1, noch Parallelen von 
zwei Punkten des Kegelschnitt.s mit den Tangenten gezogen, so ent- 
stehen an diesen Punkten gleiciiliachigc Vierecke je aus drei dieser 
Parallelen und einem Durchmesser. 

§. 4. Zwei Tangenten an Gegenschnitten bilden mit den Durch- 
messern nach ihren Berührungspunkten gleichlliichige Dreiecke. 

§. 5. AVerden ausser den Linien von §. 4. noch die Heriihrungs- 
sehne und von einem beliebigen Punkt des einen Gegenschnilts Pa- 
rallelen mit der Tangente an demsell)en und der Beriihrungssehne bis 
an den durch den Krcuzungapunkt der Tangenten gehenden Durchmes- 
ser gezogen, so findet die analoge Eigenschaft als in 2. Statt. 

§. Ii. Die Kigeuachafc des §. 2. für Gegenscbnitte würtlicb über- 
tragen. 

§. 7. Die Eigenschaft des §. für Gegenscbnitte wörtlich über- 
tragen. 

§. 8. Enthalt, den speciellen Fall von §. .'>. , wenn die Ausgangs- 
punkte der Parallelen die andern Endpunkte der beiden Torhandenen 
Durchmesser sind. 

^. 9. Enthält den speciellen Fall von §. 'S. , in welchem ein Aus- 
gangspunkt der Parallelen der andere Endpunkt des einen Durchmes- 
sers, der andere ein beliebiger Punkt zwischen den Endpunkten der 
Durchmesser ist. 

§. 10. Enthält dasselbe für den Fall, dass der letztgenannte Funkt 
nicht zwischen den Endpunkten der Durchmesser liegt. 
§. 11. Enthält eine Wiederholung von §. 5. 

§. 12. Wenn an zwei Gegenschnitten zwei Tangenten, deren Be- 
rührungssehne und zwei Durchmesser nach dem Kreuzungspunkt der 
Tangenten and einem Berährangspunkt, und von swei beliebigen Punkten 
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dM Gegenscluiittfl, aof dem diewrBoriibningspiinkt liegt, PftnüMen nk 
der dalim gebenden Tangente tmd d«r Beröknmgsaebne gezogen wer- 
den, so nnd zwei Vierecke au« dreien dieser PareUelen und einem 
DuTchmeaser gebildet gleich. 

§. 13. Zwei Tangeuten an zwei benachbarten cenjngirten Hyper- 
beln bilden mit den Durchmessern nach den Berührungspunkten gleich- 
flächige Dreiecke. 

§. 14. Die Eigenschaft des §. 2. für conjufrirte Hyperbeln. 

§. 15. KiiiLalt erst noch den Fall derselben Eigenschaft, wenn 
beide Tangenten an derselben Hyperbel gezogen sind, so wie die Eigen- 
scUafi des §. für conjugirte Hyperbeln. 

§. lü. Die Quadrate zweier sich schneidenden Tangenten eines 
Kegelschnitts verhalten sich wie das Quadrat eines Stücks der einen 
vom Berührungspunkt an gerechnet zu dem Rechteck aus den Ab- 
schnitten einer durch den Endpunkt diesea Stucks mit der andern Tan- 
gente gezogenen Parallelen. 

§. 17. Die Rechtecke aus den Abschnitten zweier sich schnei« 
(lendcn Sehnen oder Sekanten eines Kegelschnitt« verhalten sich wie 
die Quadrate der mit diesen Sehnen parallelen Tangenten. 

§. Ib. Die Eigenschaft des §. KJ. für Gegenschnitte. 

§. lU. Die Eigenschaft des 17. für Gegenschnitte in dem Fall, 
wo jede Sekante den einen Gegenscbuitt zweimal schneidet. 

§. 20. Das Quadrat einer von zwei sich schneidenden Tangenten 
an zwei (jlegenschiiittcii verhalt sich zum Quadrat einer von ihrem Kreu- 
zun;;s|)unkt bis an einen ( u.'genschnitt gehenden l'aralielen mit der Be- 
riihrungsKehnc wie das Quadrat eines Stücks der Tangente an diesem 
(legenschnitt vom Berührungspunkt an gerechnet zu dem Kecliteck aus 
den Abschnitten einer durch den Endpunkt dieses Stücks gezogenen 
Parallelen mit der Berührungssehue. 

§. 21. Dieselben Quadrate verhalten sich wie die Rechtecke aus 
den Abschnitten zweier Linien, deren eine der einen Tangente} die an« 
dere der Berührungssehue parallel ist. 

§. 22. Die Quadrate zweier conjugirten Durchmesser zweier Gegen- 
achnitte verhalten sich wie die Rechtecke ans den Abschnitten zweier 
damit parallelen Geraden, die die Gegenschnitte treffen. 

§. 23, Die Rechtecke aus den Abschnitten zweier Geraden, deren 
jede zwei Gegenschnitte je in einem Funkt trifilt, verhalten sich wie 
die Quadrate paralleler Tangenten an einem der eoiyngirten Gegen* 
Bclmittc. 

§§. 24 — 2(3. Werden in conjugirten Gegenschnitten mit einem 
Paar conjugirter Halbmesser C4, CD Parallelen gezogen, deren jede 
ein Paar Gegenschnitte trifft, so ist das Bechteck aus den Abschnit- 
ten dec Parallelen mit CAf vermehrt oder T«rmindert «n das mit 
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CA* 

jgj^ mnUtplicirte Rechteck aus den Abschnittea der andern gleich 

3Ci*. (§. 2i., ivenn der Dorebschnitt der Panlleleik in dem Ranv 
zirischen den Hjperbela, §. 25^ wenn er innerhalb der Hyperbel, deren 
Halbmesfer CD ist, §. 26., wenn er in der, deren Hatbrnener CA ist» 

liegt) 

§. 87. Werden mit den conjogirfen HalbmeHern Ci, CD einer 
EUipse parallele Sehnen GH, IK gezogen, die sieh in F krenien, so ist 

CA* CA* 

§. 28. Unter denselben Voranssetsungen ist bei den conjugirten 
Hyperbeln 

FO*-i'FS*iFJ*-\-ß^ = CA*iöI}K 

§. 29. £Knd ausser den erwibnten Bezeichnungen noch P und Q 
die Dorchscbnittspunkte von IK mit den Asymptoten, so ist 
FP« + FQ^ + 2 : FO* + FS* = CD* : CA*. 

^. 30 lind .'il. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote 
einer Hyperbel von einem beliebigen äusseren Punkt derselben bis 7ur 
Berührungssebne der von diesem Punkt aasgehenden Tangenten wird 
durch die Hyperbel halbirt. (§. 30., wenn der Punki innerhalb des 
Asymptotenwinkels, v 31., wenn er in dessen Nebenwinkel liegt.) 

§. 32. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote einer 
Hyperbel von der Mitte einer Sehne bis /u einer Parallelen mit dieser 
Sehne, die durch den Kreuzungspunkt der Tangenten in den findpunk- 
ten der Sehne geht, wird durch die Hyperbel halbirt. 

§, 33. Derselbe Satz, wenn statt der Sehne eine Gerade genom- 
men wird, die zwei Gegensehnitte je in einem Punkt schneidet. 

§. 34. Das Stück einer Parallelen mit einer Asymptote einer Hy- 
perbel von ihrem l)urchscbnitt3j)unkt mit der andern A.symptote bis 
zu einer Parallelen mit dieser Asymptote durch den Berührungspunkt 
der von jenem Durcbschnittspunkt ausgehenden Tangente wird von der 
Hyperbel halbirt. 

§. 36. Eine Sehne einer Hyperbel wird durch ihren Durchschnitts- 
punkt mit einer Asymptote und eine Parallele mit derselben, welche 
durch den Berührungspunkt der von jenem Durchsclinitt ausgehendai 
Tangente gebogen ist, harmonisch gethellt. 

§. 36. Derselbe Satz, wenn statt der Sehne einer Hyperbel eine 
Gerade gegeben ist, die zwei Gegenschtntte je in einem Funkt trifft. 

§. 37, Eine vom Ausgangspunkt zweier Tangenten eines K^el- 

schnitts gesogene Sekante wird durch diesen Punkt und die Berühmngs- 

sehne harmonisch getheilt. 

3b. Eine darch die Mitte einer Sehne eines Kegebehniits oder 

zweier Gegeuschnitte gezogene Sekante wird durch diese Mitte und 
ApoUonloa, Keg«l»elu>itte. 22 
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eine Fünllele mit der Sehne dnrcli den Krenxongipänkt der Tangenten 
in ihren Endpunkten humonifeh getheilt. 

§. 39. Enthmt die Eigeniehaft des §. 37. fiir den Fell, wo die 
beiden Tangenten an Ewei Gegenaehnitten gezogen lind. 

§. 40. EnthSU die Eigenschaft des f. 88. in dem Fall, wo die 
Sekante zwei Gegenschnitte je in einem Fkinkt trifft 

§. 41. Drei Tangenten einer Parabel theilen sich jo^ dass sich 
aus ihren Stücken drei gleiche Verhältnisse bilden lassen. 

i'2. Das Rechteck aus den Stücken, die auf zwei parallden 
Tangenten einer Ellipse oder zweier Gegenschnitte durch eine dritte 
Tangente abgeschnitten werden , ist gleich dem Quadrat des den Tan- 
genten parallelen Halbmessers. 

§. 43. Das Rechteck ans den Abschnitten, die eine Tangente 
einer Hyperbel auf den Asymptoten bihlet. ist constant. 

§. 44, Die Beriilirungssehne zweier J'angenten einer Hyperbel iät 
parallel den Verbindungslinien ihrer Durchschnittspunkte mit den Asym- 
ptoten. 

5^. 45. Werden die in den Endpunkten der grossen Ach.se einer 
Ellipse oder zweier Gegenschnitte gezogenen Tangenten von einer drit- 
ten Tangente geschnitten und auf der Achse ein Punkt so bestimmt, 
dass das Rechteck aus den durch ihn gebildeten Abschnitten gleich 
dem Quadrat der kleinen Halbachse ist, so bilden die Linien von die- 
.sem Punkt nach den Durchschnittspunkten der dritten Tangente mit 
<len < beiden ersten einen rechten Winkel. Der Punkt auf der Achse 
niuss innerhalb des Kegelschnitts, also bei Gegenschnitten auf der Ver- 
längerung der .Achse sich befinden und heisst Brennpunkt. 

>j. 4G. Die J^inien von einem Durchschnittspunkt der dritten Tan- 
gente mit einer der beiden ersten nach den beiden Brennpunkten bil- 
den mit den von dem Punkt ausgehenden Tangenton gleiche Winkel. 

§. 47. Die Linie vom Berührungspunkt der dritten 'J'angente 
nach dem Kreuznngspunkt zweier Linien, die von ihren Durchschnitts- 
punkten mit den beiden ersten Tangenten nach den beiden Brenn- 
punkten gezogen sind, steht senkrecht auf der dritten Tangente. 

>?. 4b. Die Linien vom Berührungspunkt der dritten Tangente 
nach den beiden Brenupunklen bilden gleiche Winkel mit der Tau- 
gente. 

§. 49, Fallt man von einem Brennpunkt auf die dritte Tangente 
ein Loth, so bilden die Linien von seinem Fusspunkt nach den End« 
punkten der grossen Achse einen rechten Winkel. 

§. 50. Eine vom Mittelpunkt bis an eine Tangente gezogene Pa- 
rallele mit der Verbindungslinie des BerUbrungsponktes dieser Tan- 
gente mit einem Brennpunkt ist gleich der halben grpesen Achse. 

§.51. Der Unterschied zw^er von den Breniq»iiiikten an einen 
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Punkt des Umfangs zweier fi egenschnittt» gezogenen Linien ist gleich 
der grossen Achse. 

$. 52. Die Summe zweier von den Brennpunkten einer Ellipse 
nnch einem Punkt des Umfangs gezogenen Linien ist gleich der grossen 
Achse. 

§. 53. Das Rechteck aus den Abschnitten, welche die von den 
Endpunkten eines Durchmessers durch einen Punkt des Umfangs eine.s 
Kegelschnitts oder zweier Gegenschnitte auf den Tangenten im End- 
punkt des Durchmessers bilden, ist gleich dem Quadrat des den Tan- 
genten parallelen Durchmessers. 

§. 54. Ist AB eine Sehne eines Kegelschnitts, D der Kreuziings- 
punkt der Tangenten in A und B, E ein Punkt des Umfangs, F der 
Punkt, in dem Aß eine durch B mit AD^ G der, in dem BE eine 
durch A mit AD gezogene Parallele trifl't, so ist • BF ein eonstan- 
tes Rechteck und zwar, wenn H die Mitlo von /Iß, / der Durchschnitt 
von DH mit dem Kegelschnitt ist: 

AG . BF: JB» = 'AD- Iii) : DI^ • Alf*. 

55. 55. Ist unter denselben Bezeichnungen AB eine zwei Ge- 
genschnitte schneidende Gerade, so ist ebenfalls Ati • BF ein constan- 
tes Rechteck, und wenn DH eine von D mit AB an einen Gegen- 
schnitt gezogene Parallele ist, 

A Cr' .BF '.AB'^= A JJ . BJJ : DR*. 

§. 5G. Die Proportion von §. 54. findet auch Statt, wenn AB 
die Sehne einer Hyperbel, K ein Punkt ihres Gegenschnitts ninl 7 der 
Durchschnitt von DJl mit diesem Gegenschnitt ist. 

Vierte» liiieli. 

§§. 1 — 4. Umkehrungen von I^^I. 37. Wird von einem Punkt an 
einen Kegelschnitt eine Tangente und eine Sekante gezogen, so trifft 
die Verbindungslinie des Berührungspunktes der crsteren mit dem in 
letzterer zu den drei vorlmndenen bestimmten vierten harmonischen 
Punkt den Kegelschnitt zum zweiten Mal in dorn Berührungspunkt der 
andern von dem ersten Punkt ausgehenden Tangente. 

§§. 15 und 10. behandeln dieselbe Eigenschaft für Gegenschnitte, 
sowohl wenn der angenommene Punkt innerhalb als wenn er ausserhalb 
des Asymptotenwinkels liegt. 

§. 5. Behandelt dieselbe Eigenschaft, wenn der angenommene 
Punkt auf einer Asymptote liegt, in welchem Fall die erhaltene Ver- 
bindungslinie dieser Asymptote parallel ist. 

|. 17. behandelt dieselbe Eigenschaft fiir Gegenschnitte. 

0 und 7. Gehen von einem Punkt an eine Hyperbel eine 
Tangente und eine Parallele mit einer Asymptote, welche letztere über 

22* 
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ihren Durchschnitt um sich selbst verlängert ist, so trifft die Ver- 
bindungslinie dieses Endpunkt? mit dem Berührungspunkt der Tan- 
gente die Hyperbel zum zweiten Mal in dem Berührungspunkt der 
andern vom erstgenannten Punkt ausgehenden Tangente, liege nun der 
erste Punkt innerhalb (§. 6.) oder ausserhalb 7.) des Asymptoten- 
winkels. 

§• 8, Liegt der zuerst augeiioinmenc Punkt in einer Asymptote, 
ao ist die zuletzt erhaltene Verbindungslinie dieser parallel. 

§§,9 — 12. Werden von einem Punkt /) zwei Sekanten durch 
einen Kegelschnitt oder Gegenschnitte gezogen , so trifft die Verbin- 
dungslinie der in denselben bestimmten vierten harmonischen Punkte 
den Kegelschnitt in den Berührungspunkten der von I) ausgehenden 
Tangenten. §. 9. für Ellipse und Parabel, §. 10. für die Hyperbel, wenn 
D innerhalb dea Asymptotenwinkels liegt und die Durchschnitte der einen 
Sekante anf dem durch die andere begränzten Theil liegen, §. 11., 
wenn Letzteres nicht der Fall ist^ §. 12., wenn D aosserhalb des Aaym* 
ptotenwinkels liegt. 

§. 13. Dieselbe Eigenschaft, wenn D in einer Asymptote einer 
I Hyperbel liegt, in welchem FaU die erhaltene Vorbindangalinte dieser 

Asymptote parallel ist. 

§. 14. Dieselbe Eigenschaft, wenn ausserdem eine Sekante der 
andern Asymptote parallel imd um sich selbst verlängert ist. 

§. Ib. Die Eigenschaft von §. 9., wenn D innerhalb des Asfoi- 
ptotenwinkels liegt und die Sekanten beide Gegenschnitte treffen. 

§. 19. ' Dasselbe, wenn D ausserhalb des Asymptotenwtnkels liegt. 

§. 20. Die Eigenschaft von |. 13., wenn die Sekanten beide Ge- 
genschnitte treffen. 

§. 21. Die Eigenschaft von §. Ii., weoa die noch übrige Sekante 
beide Gegenschnitte trifft. 

§. 22. Die Eigenschaft von §. 9., wenn D innerhalb des Asymi- 
• ptotenwinkels liegt, eine Sekante einer Asymptote parallel and am sidi 
selbst verliingert ist. 

§. 23. Wenn von einem eben so get^^en Ponkt D Parallelen 
mit beiden Asymptotra an die Hyperbel gesogen ond am sich selbst 
verlängert werden, so trifib die VerbindnngsUnie der Endpunkte gleich- 
falls die Berübrangspnnkfe der von D ausgehenden Tangenten. 

§. 24. Zwei Kegelschnitte können nidit mit einem Theü sidi 
decken und in dem andern anseinandeiigehen. 

S. 25. Zwei Kegelschnitte können sich nicht in mehr als vier 
Funkten schneiden. 

§. 26. Zwei Kegelschnitte, die einen Bertthrangspunkt haben, 
schneiden sich ausserdem höchstens in swei Punkten. 
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27. Zwei Kegelschnitte, die zwei Berührungspankte haben, 
flchneidon sich ausserdem nicht. 

§. 28. Zwei Purabeln können nicht mehr aU einen BerührungB* 
ponkt mit einander haben. 

§. 29. Eine Parabel, die ausserhalb einer Hyperbel liegt, kann 
diese nicht in zwei Punkten berühren. 

§. 30. Eine Parabel kann eine Ellipse oder einen Kreis nicht in 
zwei Punkten von innen berühren. 

§. 31. Zwei Hyperbeln, die denselben Mittelpunkt haben, können 
sich nicht in zwei Punkten berühren. 

§. 32. Die Verbindungslinie zweier Beriihrungspankte zweier Ellip- 
sen oder Kreise geht durch den Mittelpunkt. 

§. 33. Zwei Kegelschnitte, die sich in zwei Punkten so schnei- 
den, dass die Krümmungen der dadurch begränzten Segmente auf ver- 
schiedenen Seiten der Verbindungslinie der Dorchschnitcapookte liegen, 
haben keinen weiteren Schneidungspunkt. 

§. 34. Trillt ein Kegelschnitt einen von zwei Gegenschnitten in 
zwei Punkten, so dass die Krümmungen der durch die Sehne begrän?:- 
ten Segmente nach derselben Seite zu liegen , so ti ifft er in den Ver- 
längerungen über diese Sehne hinaus den andern Gegen^chnitt nicht. 

§. 35. TrifTt ein Kegelschnitt einen von zwei GegenschnitteD , so 
kann er den andern höchstens in zwei Punkten treffen. 

§. 36. Ein Kegelschnitt kann zwei Gegenscbnitte böchstois in 
vier Punkten treffen. 

§. 37. Berührt ein Kegelschnitt einen von zwei GragMMChnittoD 
mit seiner hohlen Seite, so trifTt er den andern nicht. 

§. 38. Berührt ein Kegelschnitt jeden von zwei Gegensch&ittoO» 
80 trifft er keinen von beiden noch in einem andern Punkt. 

§. 89. Schneiden sich zwei Hyperbeln in zwei Punkten, so dass 
die dadurch begränzten Segmente auf verschiedenen Seiten der gemein» 
samen Sehne liegen, so treffen sich die Gegenscbnitte dieser Hyperbeln 
nicht. 

§. 40. Schneidet eine Hyperbel jedMi von zwei Gagenschnitten, 
■0 trifft ihr Gegenschnitt keinen derselben in mehr als Mnem Punkt. 

§. 41. Schneidet eine Hyperbel jeden von zwei Gegcnsebnitten 
swei Mal, so trifft ihr Gegenscbnitt keinen derselben. 

§. 42. Schneiden sich zwei Hyperbeln in vier Pnakten, so treffen 
sich ihre Gegenschnitte nicht. 

§. 43. Schneidet eine Hyperbel einen von zwei Gegenschnitten 
in zwei Punkten , so dass die begränzten Theile nach derselben Seite 
zu hobl sind, nnd ausserdem noch den andern Gegenaobnitt, so triffV 
ibr Gegoucbmtt keinen der Schnitte. 
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§. 44. Sehneideii sich zwei Hyperbeln in drei Fmkten, so (reffen 
sich ihre Gregenschnitte höchstens in einem Punkt. 

§. 45. Berührt eine Hyperbel einen von xwei Gegenschnitten und 
schneidet sie den andern in swei Punkten, so trifft ihr Gegenschnitt 
keinen derselben. 

§. 4G. Berührt eine Hyperbel eine andere in einem Tunkt und 
schneidet si«» ausserdem in zwei Punkten, so treffen sich die Gegen- 
schnitte dieser Hyperbeln nicht. 

§. 47. Berührt eine Hyperbel eine andere in einem und schnei- 
det nie iiusserdem noeh in einem Punkt, so treffen sich die Gegen- 
schnitte höchstens in einem Punkt. 

§. 48. Berühren sieli zwei Hyperbeln in einem Punkt, so treffen 
sich ihre Gegenschnitte höchstens in zwei Punkten. 

§. 49. Berührt eine Hyperbel jeden von zwei Gegenschnitteu in 
0in6m Funkt, so trifft ihr Gegenschnitt keinen denselben. 

§. 50. Herühren zwei (iegenschnitte zwei andere je in einem 
Punkt, so treiVen sie sich in keinem andern. 

§. 51. Berührt eine Hyperbel eine andere in zwei Punkten, so 
treffen sich ihre (iegenschnitte nicht. 

§. 52. Beruhren sich zwei Hyperbeln in einem Punkt, so dass 
sie auf verschiedenen Seiten der Tangente liegen, so treffen sich ihre 
Gegenschnitte nicht. 

§. 53. Ein Paar Gegcnschnitte kann von einem andern höchstens 
in vier Punkten geschnitten werden. 

• §. 54. Hat ein Paar Gegenschnitte mit einem andern einen Be- 
rührungspunkt, so haben sie ausserdem höchstens zwei Schneidungi- 
punkte. 

§. 55. Hat ein Paar Gegenschnitte mit einem andern zwei Be- 
rührungspunkte, so treffen sie sich ausserdem nicht. 



Fflnfles Baeh. 

fS. 1 — 8. t>as Quadrat einer Ordinnte an der AehM einer Hj- 
pei>bel oder Ellipse ist gleich dem doppelten des Vierecks xwiselien 

dieser Ordinate der Achse, der Tangente im Scheitel, die gleich ^ 

ist^ und der von dem Endpunkt der letzteren nach dem Afittelpunkt 
gezogenen Linie. §. 1., wenn die Ordinate ond die Tangente auf der- 
selben Seite des Mitte^unkts liegen, §. 2 , wenn die Ordinate den Mit> 
telpnnkt trifft, §. 3., wenn Ordinate nnd Tanfente aitf fanchiedeDeB 
Seiten des Mittelpnnkta liegen, 

§, 4. Von 4ni Punkt der Achse emer Parabel, der um ^ 



Digitized by Google 



843 



vom Scheitel absteht, ist die Achse selbst die kürzeste Linie an den 
Umfang und die Strahlen zu beiden Seiten wachsen, je weiter sie sich 
von der Achse entfernen. Angabe des Unterschieds der Quadrate die- 
ser Strahlen. 

§. 5. Dieselbe Eigenschaft für die Hyperbel. 

§. 6. Dieselbe Eigenschaft für die grosse Achse der Ellipse, bei 
welcher die längste von dem erhaltenen Punkt an den Umfang gebende 
Linie das andere Stück der grossen Achse ist. 

§. 7. Aach für Funkte der Achse, die dem Scheitel näher als 
~ liegen, gelten dieaelben Behauptungen. 

§. 8. Von einem Punkt O der Achse einer Parabel, der um mehr als 
Tom Scheitel absteht^ ist der Strahl der kürzeste» dessen Projekdon 

2 

auf die Achse nach dem Scheitel zu liegt und gleich ist. Die Strah- 

2 

Ira an beiden Seiten wachsen, je mehr sie sich von dem kUrsesten 
entfernen. Angabe des Unterschieds ihrer Quadrate. 

§. 9. Bei der Hyperbel ist unter ilcnsell)en Annahmen der Strahl 
der kürzeste, dessen ICndpunktsordinatc di<: Strecke zwischen dem Mit- 
telpunkt C und O in dem VerhUltnis» / : /' theilt. Das Uebrige findet 
wie in §. 8. Statt. 

§. 10. Für die grosse Achse einer Ellipse finden dieselben Eigen- 
schaften für den Strahl Statt, dessen Endpunktsordinate die verlängerte 
CO in dem Verhiiltniss t : r theilt. 

11. Unter den vom Mittelpunkt einer Ellipse an den Umfang 
gehenden Strahlen ist die halbe grosse Achsf der längste, die halbe 
kleine der kürzeste. 

§. 12. Unter den von einem Punkt einer nach den vorigen Sätzen 
bestimmten Mininmllinie ausgehenden Strahlen ist das Stück der AÜ- 
nimallinie selbst der kürzeste und an beiden Seiten die entfernteren 
länger als die näheren. 

§. 13. Umkehrung von §. 8. nebst der Behauptung, dass jede 
Minimallinie nach dem Scheitel zu einen spitzen Winkel bildet. 

§. 14. Umkehrung zu §. 9. nebst der Behauptung, dass die Mi- 
nimallinie mit der Achse nach dem Scheitel zu einen spitaen Winkel 
bildet. 

15. Umkehrung zn §. 10. nebst der Behauptung, dass die Mi- 
nimallinie bei der Ellipse mit der grossen Achse nach dem Mittftl pn nkt 
zn einen stumpfen Winkel bildet. 

§§. 16 — 18. Von einem Punkt der kleinen Achse einer Ellipse, 
der von einem Scheitel um das halbe zugehörige latus rectum entfernt 
ist, ist die längste Linie an den Umfang dieses Stück der kleinen 
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Achse soHMrt nnd die tn beiden Sdten liegenden Strahlen nehmen ab 
je weiter sidi ihre Endpunkte ron dem des längsten entfernen; der 
knnseete ist ebo das andere Stüek der kleinen Achse. Angabe des 

Unterschieds der Quadrate der Strahlen, §. 16^ wenn ^ kleiner, §. 17«» 

wenn es ^ich, $. 18^ wenn es grössor als die kleine Achse ist. 

§. 19. Von einem Punkt der kleinen Achse, der um mehr als 

von einem Seheilel nach innen so entfernt ist, ist das Stück der Um- 
nen Achse i^eiehfidls die Hingste Linie an den Umfiing. 

§. 20. Von einem Punkt O der kleinen Achse, der um weniger als 

innen an entfernt ist, ist die Hingste Linie an den TTmIkng die, deren 
Eodpnnktsordinate die verlüngerte OC in einem Pnnkt B so trifft» dass 
OB: CB^r^ : /, ist. 

{i. 21. Unter den von einem Punkt auf der Verlängerung einer 
nach dem vorigen Satze bestimmten Muximallinie ausgehenden Strahlen 
ist der längste die verlängerte Maximallinie selbst. 

§. 22. Umkebmng von §. 20. nebst der Behauptung, dass die 
Maximallinie mit der kleinoi Achse nach dem Mittelponkt an dnen 
spitzen Winkel bildet 

%. 23. Das Stück einer nach §. 20. bestimmten MaiimaHinie 
zwischen der grossen Achse nnd dem ümfiuig ist eine MinimaUinie. 

H. 24 and 25. Von einem Funkt im Umfkng eines Kegelschnitts 
könn^ nicht awei Mintmallinien ausgeben. §. 24. Inr die Parabel, 
§. ^5. für Ellipse und Hyperbel. 

§. 26. Von einem Punkt im Umfang einer Ellipse kann nur eine 
Maximallinie ausgehen. 

§. 27 — 29. Eine von einem Punkt des Umfangs eines KegeU 
Schnitts ausgehende Minimallinie steht senkrecht auf der Tangente in 
diesem Funkt; §. 27. für die Parabel, §. 28. für die Ellipse und üy- 
perbel. §. 29. enthalt noch einen andern Beweis. 

§, 30. Eine von einem Punkt des Umfangs einer Ellipse aus- 
gehende Muximallinie steht senkrecht auf der Tangente in diesem 
Punkt. 

31. Ein Loth, das in einem Punkt des Umfangs auf einer 
von demselben ausgehenden Minimallinie errichtet wird, ist eine Tau- 
gente. 

^. 32. Ein Loth auf der Tangente in ihrem Berührungspunkt ist 
eine Minimallinie. 

§, 33, £in I^oth, das in einem Punkt des üufiings eines Kegel« 
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schnitte auf einer von demselben uufsgebenden Maximallinie errichtet 
wird, iat eine Tangente. 

34. Von einem Tunkt, der ausserhalb eines Kegelschnitts auf 
einer verlängerten Minimal- oder Maximallinie liegt, ist diese Verlan- 
geruDg selbst der kürzeste Strahl an den Umfang. 

§§. 35 nnd 36. Jede von einem Punkt der Achse ausgehende 
Minimallinie macht mit derselben einen grcisseren Winkel als die von 
einem dem Scheitel nifiher liegenden ausgehende. Üb. für die Para- 
bel, §. 3b. für Hyperbel und Ellipse. 

§. 37. Bei der Hyperbel ist der spitze Winkel zwischen einer 
Minimallinie und der Achse kleiner als das Complement des halben 
Asymptotenwinkels. 

§. 38. Zwei Minimallinien , die von Punkten des ümfangs auf 
derselben Seite der Achse ausgehen, schneiden sich jenseit der Achse. 

§. 39. Zwei von Punkten einer durch die kleine Achse gebildeten 
Ellipsenhälfte ausgehende MaximalUnien schneiden sich, ehe sie die 
kleine Achse erreichen. 

§. 40. Zwei in Punkten desselben Quadranten einer Kllipse ge- 
zogene Minlinallinien schneiden sich in dem Raum des rechten Winkels, 
der auf der andern Seite der grossen, aber auf derselben Seite der klei- 
nen Achse liegt als jener Quadrant. 

§. 41. Bei der Parabel trefTcn die über die Achse binaos verlan- 
gprten MinimsiUinien den Umfang zum zweiten Mal. 

§§. 42 und 43. Ist bei einer Hyperbel die Hauptachse kur7;er als 
ihr zugehöriges latus rectum, so trifl't keine Minimallinie in ihrer Ver- 
längerung über die Achse die Hyperbel zum zweiten Mal: ist aber das 
Entgegengesetzte der Fall, so lasst sich eine Minimallinie finden , die 
der Asymptote parallel ist, auf deren einer Seite dann die MinimaUinien 
liq^n, welche über die Achse verlängert die Hyperbel treffen. 

§§. 44 und 45. Gehen von einem Punkt 0 unter der grossea 
Achse eines Kegelschnitts zwei MinimaUinien durch dieselbe an den 
Umfang (bei der hUlipse durch dieselbe Hälfte derselben), so kann von 
diesem Punkt durch die Achse überhaupt bei Parabel und Hyperbel, 
durch dieselbe Hälfte der Achse bei dar Ellipse, keine dritte Minimel- 
linie gezogen werden. In Punkten des Umfangs zwischen den exstim 
beiden MinimaUinien liegen die v<m dort ausgehenden MinimaUinien 
dem zugehörigen Scheitel der grossen Achse näher als die von deasd* 
ben Funkten nach 0 gehenden Strahlen, in den übrigen Punkten ver- 
hält es sieh umgekehrt. §. 44. für die Parabel, §. 45. für Hyperbel 
und Ellipse. 

§. 46. Von einem Punkt der kleinen Achse einer Ellipse oder 
ihrer Verlängerung kann durch die eine Hälfte der grosseD Achse hin* 
durcb M den Umfang höebetena eine MaximaUiiUe geiofen werden und 
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dkl swisclien dieser and der kleinen Achte befindUeben Strahlen Hägen 
von dem sagehörigen Scheitel der grossen Achse entfernter als die in 
ihren Endpunkten ausgehenden Minimallinien; für die übrigen aber 
verhält es sich umgekehrt. 

§. 47. Vier an Punkten derselben Hälfte einer Ellipse gezogene 
Minimallinien treffen sich nicht in einem Punkt. 

§. 48. Drei Maximallinien an demselben Quadranten einer Ellipse 
können nicht in einem Punkt zusummenti-eflen. 

§§. 4!) und ;')(). \on einem Punkt 0, dessen auf die Achse ge- 
fällte Ordinate auf dieser Tom Scheitel ab nach innen ein kleineres 

Stack als — abschneidet, kann zwischen dieser Ordinate und dem 

2 

Scheitel keine Minimallinie durch die Achse an den Umfang gezogen 
werden und die an den Umfanj; gezogenen Strahlen liegen dem Schei- 
tel näher als die von ihren Endpunkten ausgehenden Minimallinien. 
§. 4iK fiir die Purabel, >5. ÖO. fur Hyperbel und Ellipse. 

§§. 51 und 52. Für einen Punkt O, dessen auf die Achse frefällte 
Ordinate ÜH auf dieser vom Scheitel nach innen zu ein grösseres Stück als 

abschneidet, liisst sich eine Länge W bestimmen, so dasa, wenn 

Off:~> }V keine Minimallinio, wenn OH = f\' eine und wenn OH <: W 
zwei Minimallinien durch die grosse Achse und bei der Ellipse durch 
die von der Ordinate getrofl'ene Hiilfte derselben an den Umfang ge- 
zogen werdiju kiinnen. Im letzten Fall liegen die zwischen den beiden 
Minimallinien befindlichen Strahlen vom Scheitel entfernter aU die in 
ihren Endpunkten ausgehenden Miiiimallinien , in allen übrigen Fällen 
verhält es sich umgekehrt. ^.51. für die Parabel, §. 52. für EUipse 
und Hyperbel. 

§. 5i3. Von einem ruukt 0 der verlängerten kleinen Halbachse 
ÖC, für welchen OD : CD nicht kleiner als AB : r ist, kann durch die 
grosse Achse hindurch keine Minimallinie an den Umfang gezogen 
werden und die von 0 ausgehenden Strahlen liegen dem zugehörigen 
Scheitel der grossen Achse näher als die, von ihren Endpunkten aas- 
gehenden Minimalliuien. 

§. 54. Ist unter denselben Voraussetzungen OD : CD kleiner als 
AB ■ r, 80 kann durch jede Hälfte der grossen Achse eine Minimallinie 
an den Umfang gezogen werden und die zwischen dieser und der klei- 
nen Achse befindlichen Strahlen liegen von dem entsprechenden Schei- 
tel der grossen Achse entfernter als die in ihren Endpunkten ausgehen* 
den Minimallinien, die andern naher. 

§§, 55 — 57. Von einem Punkt unter der einen Hälfte der grossen 
Achse einer Ellipse kann durch deren andere Hälfte immer eine nod 
lUir me Miiumatiiaie an den Umfang gezogen worden. 
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§§. 58 — Bl. Von einem I'iuikt uusscrhaU) eines Kegelschnitts an 
denselben eioe Minimallinie zu ziehen, ij. 58. für die Parabel, 5. 59. 
für die Ellipse und für die Ilyporbel, im Fall die Ordinate des Punktes 
die der Hyperbel zugewandte Hälfte der grossen Achse trifft, §. 60. für 
die Hyperbel, im Fall die Ordinate den Mittelpunkt trifft, Gl. für 
den Fall, in dem sie die der Hyperbel abgewandte Hälfte der grossen 
Ackse trifft. 

f§. G2 und G.'i. V^on einem beliebigen Punkt innerhalb ftines Ke- 
gelschnitts eine Minimalliiiie au den Umtuug zu ziohuu. G2. für die 
Farubel, §. G3. für Hyperbel und ICllipse. 

§§. G4 — G7. Von einem Punkt unterhalb der Aehse eines Kegel- 
schnitts, dessen Verbindungslinie mit dem Scheitel einen spitzen Winkel 
mit der Achse bildet, und von dem keine Oi\cv nur eine Minimallinle 
durch die Achse an den Umfang gezogen werden kann, ist jene Linie 
nach dem Scheitel die kürzeste unter allen . die durcii die Achse an 
den Umfanu' L'eheT»; und die an(h'rn wachsen, je weiter sie sich von 
dieser entfernen. ^. G4. für die Parabel und den Fall, «lass keine Mi- 
nimallinie möglich ist. §i •)'» iMul GG. dasselbe für Hyperbel und 
Ellipse. ü7. für Parabel und liypurbel, wenn eine MiaimalUnie mög- 
lich ist. 

§|5. 68 — 70. VoT\ zwei Tangenten an (üner Parabel, Hyperbid oder 
einem Quadranten einer lillipse, die bis an ihren Durchschnitt verlän- 
gert sind, ist diejenige kurzer, deren Herührungspunkt dem Scheitel am 
nächsten liegt. Gs. fiir die Parabel, §. GU. für die Hy^rbel, §. 70. 
für den Quadranten einer Kllipse. 

§. 71. Von zwei Taugenten an zwei (Quadranten einer Kllipse, 
die in einem Scheitel der kleinen Achse zusammeustossen, ist di^enigt 
kürzer, deren Peruhiung.-punkl die kurzere Ordinate hat. 

§. 72. Unter den Strahlen, die von einem solchen Punkt unter 
der Achse einer Parabel oder Hyperbel ausgehen, von dem zwei Mini- 
mallinien durch die Achse an den Umfang gezogen werden können, ist 
die dem Scheitel zunächst gelegene Minimallinie die längste; vom Schei- 
tel bis zu diesem Maximum hin wachsen die Strahlen, von da bis zur 
andern Minimalliuie nehineu sie ab and dann waqJiseA. «ie wieder qlHiio^^ 
Unterbrechung. 

.'i §. 73. Geht von einem Punkt unter der grossen .Vchse einer 
Ellipse nur eine Minimallinie durch dieselbe an den Umfang, so ist 
diese das Mazimam der an die obere Hälfte der . Kllipse gebenden 
Starahlen. 

§. 7C Gehen unter denselben Umständen zwei Minimalliniea 
darch die Achse an den Umfang, so ist diejenige, welche die kleine 
Aehse dorcbscluieidet , das Maximum der Strahlen, von welchem ab 
nacb beite Seilea hin bi« m den Scheiteln die Strablen ab^ehmea• 
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§. 75. Gehi'U endlich drei Minlmalliaieu durch die grosse Achse, 
so sind die beiden äusseren Maxima , die mittlere ein Minimum , und 
von den beiden ersten diejenige liuiger, die die kleine Achse durch- 
schneidet. 

§. 76. Geht von einem Funkt der kleinen Achse selbst oder 
ihrer Verlängerung ausser der kleinen Achse selbst keine Minimallinie 
durch die grosse Achse an den Umfang, so ist das Stück der kleiiien 
Achse selbst das Maximum der Strahlen. 

§. 77. Geht aber auf jeder Seite der kleinen Achse eine Mini- 
mallinie, so ist das Stück der kleinen Achse ein Minimam und die 
seitlichen Minimallinion sind Maxima. 

Seehstos Bocik 

Erkl&rnngeii. 

^. 1. Zwei Parabeln sind congrnent, wenn ihre Utera recta gleich 
sind und umgekehrt. 

§. 2. Zwei Hyperbeln oder KUipsen sind congruent, wenn die zu 
den Hauptachsen gehörijren Hechtecke congruent sind. 

§. 3. Verschiedenartige Kegelschnitte können nicht congruent sein. 

§§. 4 und 5. Jede durch den Mittelpunkt einer £llipae gehende 
Linie theilt die Ellipse in zwei congruente Theile. 

§. 6. Wenn ein Theil eines Kegelschnitts mit einem Theil eines 
andern congruent ist, so sind die ganzen Kegelschnitte congruent. 

§. 7. Die Abschnitte einer Parabel oder Hyperbel, welche zwischen 
den Endpunkten derselben verlängerten Ordinalen zn beiden Seiten der 
Achse liegen, sind congruent. 

§. 8. Abschnitte , die entweder zwischen denselben verlängerten 
Ordinatcn zu beiden Seiten der grossen Acbse oder zu beiden Seiten 
der kleinen Achse zwischen solchen Ordinaten liegen, die gleiche Ab- 
stünde vom Mittelpunkt haben, sind congruent. 

§. 9. In congruenten Schnitten decken sich solche Bogen , deren 
Kndpunktsordinaten gleiche Abstünde von den Scheiteln der Achsen 
haben, andere nicht. 

§. 10. Wenn Schnitte nicht congruent sind, können auch nicht 
irgend welche Theile derselben congment sein. 

§. 11. Alle Parabeln sind unter sich ähnlich. 

§. 12. Hyperbeln oder Ellipsen sind ähnlich, wenn es die sa den 
Uanptachsen gehörigen Rechtecke sind nnd umgekehrt. 

13. Hyperbeln oder £llipsen sind ähnlich, wenn es die zu 
irgend zwei Durchmessern gehörigen Kechtei ke sind und die sogehö-' 
Hgen Ordinaten gleiche Winkel mit ihren (^orcbsMesem büdeii. 



Digitized by Google 



349 



§. 14. Eine Parabel kann weder einer Ellipse noch einer Hyper- 
bel ähnlich sein. 

§. 15. Eine Hyperbel kann nicht einer Ellipse ähnlich sein. 

§. 16. Gegenschnitte sind unter sich ähnlich und gleich. 

§§.17 und 18. Wenn an ähnlichen Kegelschnitten zwei solche 
Tangenten gezogen werden, die gleiche Winkel mit den .\chsen bilden, 
und wenn auf den nach den Berührungspunklon gehenden Durchmessern 
von diesen Punkten nach innen zu Stücke abgeschnitten werden, die 
sich wie die Tangenten verhalten, so .schneiden die durch die End- 
punkte dieser Stucke gezogenen Parallelen mit den Tangenten ahnliche 
Segmente ab. §. 17. fiir die Parabel, 18. für Hyperbel und Ellipse. 

§§. 19 und 2U, Ausser den in den §§. 7 und S erwähnten con- 
gruenten und also auch ähnlichen Abschnitten einer Parabel, Hyperbel 
oder Ellipse können nicht zwei Abschnitte eines solchen Kegelschnitts 
unter sich ähnlich sein. 

§§. 21 und 22. Segmente zweier Parabeln, ähnlicher Hyperbeln 
oder Ellipsen sind ähnlich, wenn die zu ihren Endpunktsordinaten ge* 
hörigen Abscissen sich wie die latera recta der Schnitte verhalten. 

§§. 23 and 24. In UDähnlichen Schnitten ist kein Thcil des einen 
ähnlich einem Theil des andern, seien die Schnitte nun gleichartig, 
§. 23., oder angleichartig, §. 24. 

§. 25. Kein Theil eines der drei Kegelschnitte ist ein Kreis- 
bogen. 

$§. 26 und 27. Parallele Ebenen geben in denuolben Kegel ähn- 
liche, aber nicht congruente Hyperbeln oder Ellipsen. 

§§. 28— -30. In einem gähnen geraden Kegel einen Schnitt zu 
finden, der congruent einem gegebenen Kegelschnitt ist. §. 28. fdr die 
Parabel, §. 29. für die Hyperbel, §. 30. für die Ellipse. 

SS. 31 — 33. Einen geraden Kegel zu finden, der ähnlich einem 
gegebenen ist und einen gegebenen Kegelschnitt enthält. §. 31. für 
die Parabel, §. 32. für die Hyperbel, wobei die Beschränkung eintritt^ 
dass das Quadrat der Achse des Kegels zum Quadrat des Halbmessers 
der Gmndflüeha kein grösseres Verhältniss haben darf als das Utas 
tranaveraam som latns rectam, §, 33. für die Ellipse. 

Acht Lemmata des Abdoimelek von Schiras zmn 

siebenten Buch. 

Siebentes Buch. 

f. 1. Das Qnadnit etnev vom Seheitel einer Parabel an den Um- 
fang gengenen Linie ist gleich dem Rechteck ans der Projection der- 



Digitized by Google 



350 



Mlben auf die Ach«e und der Summe aus dieser Projection und dem 
latus rectum. 

§. 2. Theilt man das latus transYersum AB einer Hyperbel durch 
einen jPunkt D, so dass 

AU ■.BfJ = r: AB 

ist, und zieht von A eine Linie AE an den Umfang der Hyperbel, deren 
Endpunktaordinate £F ist, so ist 

AM*:FÄ'FD = ÄB:BI>. 
f. 8. Dasselbe g9fc für die EUipae, wenn D aof der verlSngetten 
Acbse AB liegt. 

§. 4. Bei Hyperbel oder Ellipse verbiat sieb das Qnadrak des 
Stücks einer Tangente swiscben dem Beröbrnngspuiikt und der grossen 
Achse zu dem Quadrat des damit parallelen Halbmessers wie das Stade 
der Acbse zwiacben Tangente und Ordinate des Berühnin^ponkCs m 
dem xwiseben dieser Ordinate und dem Mittelpunkt. 

§. 5. Das latus rectum irgend eines Durcbmessers einer Parabel 
ist gleich dem der Hauptachse, vemehrt um das ▼ierfache Stück dieser 
letzteren zwischen ihrem Scheitel und der Ordinate vom Scheitel des 
Durchmessers. 

§. 6. Theilt man das latus transversum AB einer Hypeibel durch 
zwei Punkte D und so dass 

AD : BD =:AEt BE s= r : ABj 
zieht von A eine Linie AK an den Umfang und die Ordinate ÜX, so 
verhält sich das Quadrat des mit JA.' parallelen Durchmessers FG zum 
Quadrat des ihm conju^lrten Hl wie : LD. 

§. 7, Dasselbe gilt fiir die Ellipse, wenn D und E auf den Ver- 
längerungen von AB über A und B liinaus liegen. 

§. 8. Unter denselben Voraussetzungen ist 

AB* : {FG -^m)* =BD'L£i {LE + \LD~ LM)*, 
$. 9. Deegleiehen 

AB* t {Fa — ÄO« = SD*LE: {LE—^LD - LS)». 
§. 10. Desgleichen 

AB*iFa*m=:BD:^LD'L£. 
§. IL Desgleichen 

AB^ : -\- JJI^ JiD .LU -\- LK, 
§. 12. Bei der Ellipse ist die Summe der Quadrate rweier con- 
jugirter Durchmesser gleich der Summe der Quadrate der Achsen. 

§. 18. Bei der Hyperbel ist der Unterschied der Quadrate con- 
jugirter Durchmesser gleich dem Unterschied der Quadrate der Achsen. 
• f. 14. Bei der Ellipse ist unter Beibehateing obiger Bezeichnong: 
AB*'.Fa* — m*ss:BDi%CL, 
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§(16. Uk f 6u m FQ gehörige Utas rectam^ so ut bei Hyper- 

. %> 16. DesgleiolMii 

$. 17. Deagleicheii 

AB» : (JV + p)« ^BD-LE: {LE + IJ>)K 
§. 18. Desgleichen 

ÄB^iFQ'f^BDiLD. 
§. 19. Desgleichen 

AB^ : + p* =r £2> • £jß : £D» + LE^, 

%. 20. Desgldchen 

^B« : FW« — p» = J?Z) . : — /iD«. 

§§, 21 — 23. Ist bei einer Hyperbel die Querachse grösser als die 
conjugirte zweite Achse , so ist auch jeder Querdurchmesser grösser als 
sein conjugirter, dns Veihältiiiss des ersten zum zweiten Durchmesser 
ist für die Achse am grössten und für entferntere Durchmesser kleiner 
als fiir nähere; ist aber die Querachse kleiner :ds Ihre conjugirte, so 
findet gerade das Umgekehrte Statt, und sind die Achsen einer Hy- 
perbel gleich , so ist auch jeder Durchmesser gleich seinem conjugirten. 

§. 24. Bei der Ellipse ist das Verhältniss eines Durchmessers zu 
seinem conjugirten für die grosse Achse am grossten und für entfern- 
tere Durchmesser kh iner als für nähere. 

§§. 25 — 28. Summe und Produkt zweier conjugirten Durchmesser 
sind bei Ellipse und Hyperbel fiir die Achsen ein Minimum und wach- 
sen, je mehr sich die Durchmesser von den Achsen entfernen, der Un- 
terschied dagegen ist für die Achsen ein Maximum uad fallt, je mehr 
sich die Durchmesser von den Achsen entfernen. 

^. 29 und 30. Der Unterschied der Quadrate zweier coiyugirten 
Durchmesser ist bei der Hyperbel, die Sumine derselben bei der £Uipae 
eine constante Grösse. 

§. 31. Der Inhalt eines einer Ellipse oder conjugirten Gegen- 
schnitten umschriebenen Parallelogramms ist eine constante Grösse. 

§. 32. Bei der Parabel ist das latus rectum fiir die Hauptachse 
efn Minimum und wächst für die übrigen Durchmesser, je weiter sie 
sich von der Achse entfernen. 

33 und 34. Dasselbe findet für die Hyperbel Statt, wenn die 
Hauptachse nicht kleiner als das zugehörige latus rectum oder doch 
lueht kleiner als dessen Hälfte ist. 

§. 35. Wenn aber die Hauptachse kleiner als das halbe zugehö- 
rige latus rectum ist, so lässt sich auf jeder Seite derselben ein Durch- 
mener bestimmen, dessen latus rectum ein Minimum ist» und dann itt 
das snr Achse gehörige ein Maximom. 
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{. 36. D«r Unteneliiad xwuebea einem DarehmeaMr imd ieineBi 
sogehörigen Utiu rectum ut bei der Hyperbel für die HaaptachM «n 
Bfezimom und nimmt nach beiden Seiten zu ab. 

§. 37. Bei der Ellipse ist dieser Unterschied für jede der beiden 
Achsen ein Maximum und zwar für die kleinere Achse das grösserei 
für die gleichen conjugirten Durchmesser ist er Null. 

§, 38 — 40. Die Summe der Seiten des zu eiuera Durchmesser 
gehörigen Rechtecks ist bei der Hyperbel sowohl dann, wenn die Haupt- 
achse AB grosser als ihr zugehöriges latus rectum r ist, als wenn AB 
wenigstens nicht kleiner als Ir ist, für die Hauptachse ein Minimum, 
wenn aber Jß :> Ir ist, so giebt es jederseits einen Durchmesser, für 
welchen diese Grosse ein Minimum ist, und für die Achse ist sie dann 
ein Maximum. 

§. 41. Bei der Ellipse ist diese Summe für die grosse Achse ein 
Minimum und für die kleine Achse ein Maximum. 

§§. 42 und 43. Das zu einem Durchmesser gehörige Rechteck 
ist bei Hyperbel und Ellipse für die Hauptachse ein Minimum und bei 
der Ellipse für die kleine Achse ein Maximum. 

§§. 44 — 46. Die Summe der Quadrate der Seiten des zu einem 
Durchmeaaer gehörigen Rechtecks ist bei der Hyperbel für die Haupt- 
achae ein Minimiun, wenn entweder dieselbe nicht kleiner als ihr za- 
gehörtges latus rectum oder doch ihr Quadrat nicht kleiner als die 
Hälfte dea Quadrate des Unterschieds zwischen ihr und ihrem latua 
rectum iat; wenn aber letzteres der Fall ist, so lässt sich auf jeder 
Seite der grossen Achse ein Durchmesser bestimmen, für den diese 
Grösse ein Minimnm ist, für die Achse ist diese Grösse dann ein 
Maxinnm. 

S§. 47 und 48. Bei der Eltipse ist diese Grösse für die grosse 
Achse ein llinimmn, so lange 

wenn aber 

iUB«>|.(i4B + r)«, 

30 lässt sich auf jeder Seite der grossen Achse ein Durchmesser be- 
stimmen, für den diese Grösse ein Minimum ist, für jede der beiden 
Achsen ist dann diese Grösse ein Maximum. 

49 und 50. Der Unterschied der Quadrate der Seiten des zu 
einem Durohmesser gehörigen Rechtecks ist bei der Hyperbel, wenn 
AB >- /' ist, für die Hauptachse ein Minimum, doch steigt diese Grösse 
überhaupt nicht über das Doppelte dieses Minimums, wenn siber AB^r 
ist, so ist diese Grösse für die Achse ein Maximum, bleibt jedodn immer 
grösser als das Doppelte des Unterschied» zwischen dem tat Achse ge- 
hörigen Bechteck und dem Quadrat der Achse. 
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§. 51. Bei der Ellipse ist dieselbe Grösse für jede der beiden 
Achsen ein Maximum und für die gleichen conjugirten Durchmesser 
gleich Null. 

Achtes Bueh. 

Wiederheiigestellt von Halle 7. 

§. 1. Wenn ein Durchmesser, sein Scheitel und sein zugehöriges 
latus rectum für eine Parabel und der Scheitel eines beliebigen an- 
dern Durchmessers gegeben sind, das zu letzterem gehörige latus rectum 
zu ünden. 

§. 2. Wenn ein Durchmesser, sein Scheitel und sein zugehöriges 
latus rectum für eine Parabel und eine beliebige Lange p gegeben 
sind, den Durchmesser zu finden, dessen latus rectum gleich p ist. 

§. Wenn ein Durchmesser und sein zugehöriges latus rectum 
für eine Hyperbel so wie ein beliebiger anderer Durchmesser gegeben 
sind, das letzterem zugehörige latus rectum zu finden. 

§. 4. Dieselbe Aufgabe als §. 3. für die Ellipse. 

§. 5. Aus don ^M'gcbeuen Seiten des zur Achse einer Hyperbel 
gehörigen Rechtecks und einer gegebenen Länge den Dorclmiesser, der 
diese Länge hat, so wie Grösse und Lage des zugehörigen eoigiigirten 
Durchmessers und des zugehörigen latus rectum zn finden. 

§. 6. Dieselbe Aufgabe als §. 5. für die Ellipse. 

Anm. Da bei allen folpjcnden Aufpjaben die Achse unrl ihr zu^^ehöriges 
latus rectum als gegeben augenommen werden, so sagen wir statt dessen kurz 
„aus Ali , r" etc. 

§. 7, Aus AB, r und einem VerhUltniss p : q diejenigen conjugir- 
ten Durchmesser einer Hyperbel zu finden, deren Verhältniss gleich 
p : q ist. 

§. 8. Dieselbe Aufgabe als §. 7. für die Ellipse. 

§. 9. Aus AB, r und einer Länge p diejenigen conjugirten Durch- 
messer einer Hyperbel zu finden, deren Summe gleich p ist. 

§. 10. Dieselbe Auf^^abe als §. H. für die Ellipse. 

11. Aus AB, r und einer Lunge 7? diejenigen conjugirten Durch- 
messer zu finden, deren Unterschied gleich p ist. * 

§. 12. Dieselbe Aufgabe als 11. für die Ellipse. 

13. Aus AB, r und einer Fläche p^ diejenigen conjugirten 
Durchmesser einer Hyperbel zu finden, deren Produkt gleicli p^ ist. 

§. 14. Dieselbe Aufgabe als §. 13. für die Ellipse. 

§. 15. Aus AB, r i P^ die conjugu-ten Durchmesser einer Hyper- 
bel zu finden, deren Summe der Quadrate gleich p'^ ist. 

§. 16. Dieselbe Aufgabe als §. 15. für die Ellipse, wenn statt 
der Summe der Quadrate der Unterschied der Quadrate ssweier conju- 
girten Durchmesser <!;egeben ist. 

ApoUonlua, KegeiHclmitlc. 23 
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§. 17. Aus AB^ r und einem Winkel ec diejenigen conjugirten 
Durchmesser einer U/perbel zu finden, die den Winkel « mit einander 
bilden. 

§. 18. Dieselbe Aufgabe als §. 17. für die Ellipse. 

§. 11'. Aus ./B, r, // deni(Mii^»'n Durchmesser einer Hyperbel zu 
finden, dessen latus rectum gleich p ist. 

§. 20. Dieselbe Aufgabe als l'.K für die Ellipse. 

§. 21. Aus AB ^ r und einem Verhaltniss p : q den Durchmesser 
einer Hyperbel zu finden, der sich zu seinem latus rectum wie p:q 
verhält. 

22. Dieselbe Aufgabe als 21. für die Ellipse. 

§. 23. Aus AB, r, p den Durchmesser einer Hyperbel zu finden, 
der sich von seinem latus rectum um die Länge p unterscheidet. 

§. 2i. Dieselbe Aufgabe als §. 23. für die Ellipse. 

§. 25. Aas ABj r, p den Durchmeaser einer Hyperbel zn finden, 
der mit seinem latus rectum die Summe p gicbt. 

§. 26. Dieselbe Aufgabe als 25. für die Ellipse. 

§. 27. Aus ÄBt i\ / d 'u Durchmesser einer Hyperbel so finden, 
dessen zugehöriges Rechteck gloich p^ ist. 

28. Dieselbe Aufgabe als 27. für die Ellipse. 

§§. 20 und 30. Aus AB, r, p"* den Durchmesser einer Hyperbel 
SU finden, dessen Quadrat mit dem seines latus rectum die Summe 
j»* hat, erstens, im Fall AR> r {it. 20.), zweitens, ^enn AB<r (§.30.). 

§.31. Dieselbe Aufgabe als §. 29. für die Ellipse. 

§. 32. Aus AB^ r, denjenigen Durchmesser einer Hyperbel za 
finden, dessen Quadrat sich von dem seines latas rectum um i»* onter- 
•eheidet. 

§. 33. Dieselbe Aufgabe als 32. für die Ellipse. 
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endialtend 

die auf die Geometrie der Ki^elscIiBiUe bezaglickeo Lelirsitie 

aod Aurgabea 

den mathematischen Principien der Naturphilosophie 

von ISewlou. 
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Anm. Die eii»«Ineii Sfttze sind hier unter denselben Nvnnneni vaHgi^ 
führt, die sie M Newton haben, und befinden sich im ersten Bnch des ge- 
naanten Werltes unter eber Reibe von Sfttien, die sidi anf die Bevegong 
eines Pnnlctes lienehen. DiesdiMn können als eine Fortsetzung der ApoUonischen 
Lehrsitie betrachtet werden, anf welche sich ilire Beweise meist unmittelbar 
stützen. Wo indess ein solcher direkter Zusammenhang nicht von selbst Statt 
fand, ist er darch eingeschaltete Bemerkungen vermittelt worden. 

Lemma 14. Das Perpendikel vom Brennpunkt einer 
Parabel anf eine Tangente derselben gefUlt ist gleich der 
mittleren Proportionale awiscben den Abstünden des Brenn- 
punktes Tom Scheitel der Parabel und dem BeriÜmmgspunkt 
der Tangente. 

Anm. Der Brennpunkt und die Leitlinie (Directrix) einer Parabel kom-Fig. l. 
mcn beim Apollonias nicht vor, doch folgt aus I. 11., wenn vom Scheitel A 
dner Fnral>el aaf der Achse nach bdden Seiten dw äderte Theil des sngeho- 
rigen latos rectum nach innerhalb zn dem Pnnlct 8, nach ausserhalb in dem 
Funkt ff abgeschnitten ivird, und ferner von dlnem b^ebigen Pnnlct P des 
Umbiigs eine Ordinate FO und eine l^gente PJf an die Achse so wie £e 
JJnie F8 «nd der Dorobmesser TPG gesogen werden: 

Pflf» PO« + ÄO« = 4 AS • AO + 80* 
-= 4 .l.S'a + 4 AS ■ SO + SO* 

= (■> AS + soy^ = iio^. 

Also ist PS = HO d. h. der Abstand eines beliebigen Punktes P der 
l'arabel von dem Punkt S ist gleich dem Abstand desselben von dem in H 
auf der Achse errichteten Loth, welches eine Haupteigenscliaft der Parabel ist. 

Da ferner AO = AM (L 35.), ist HO = ßM, also nach dem Vorigen 
aoeh P8=8Mnad l_PMB^ l,MF8^ da aber /_TMS=^ ^mY\^ so 
erhellt der Satz, dass die Tangente der Parabel den Winkel zwischen dem Durch- 
messer tmd dem nadi dem Brennpunkt gehenden Strahl halbirt, wdcber Sats fBr 
die Pftrabd analog dem in HL 48. ftr Elfipse und Hyperbel Bewiesenen ist; 

Set ausser den in der Anmerknng erwühnten Bezech- 

niingen noch BN das Loth von 5 auf die Tangente PM, 
welche nach dem eben Bewiesenen die Mitte von FM treffen 
muss, 80 ist zu zeigen, dass = SA • SP, 

Da A die Mitte von MO ist, muss NA parallel IX) und 
also lothrecht auf MO sein, mithin ist SN^ =s SA • SM, und 
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da, wie oben gezeigt ist, SM= SP ist, auch SN^ = SA • SP, 
q* e* d. 

CoroU. 1. £8 ist also 

Coro 11. 2. Dtk SA einen festen Werth hat, ist 
proportional PS. 

Coro 11. 3. Der Durchschnitt einer beliehi^en Tangente 
mit dem vom Brennpunkt darauf gefällten Loth beendet sich 
auf der Tangente im Scheitel der Parabel 

lieber die AufTinduiig parabolischer , elliptischer oder hyper- 
bolischer Bahnen, wenn ein Brennponkt gegeben ist« 

FiR. 2 a Lemma 15. Wenn von den Brennpunkten S, H einer 
Ellipse oder Hyperbel nach irgend einem Ptmkt V %mk 
Linien gezogen werden, von denen die eine HV gleich der 
grossen Achse ist, so ist das auf der Mitte T der andern 

Linie errichtete Loth eine Tangente des Kegelschnitts, und 
umgekehrt, wenn ein Loth auf der Mitte der einen Linie eine 
Tangente ist, so muss die andere gleich der grossen Achse sein. 

Sei R der Punkt, in welchem das in T errichtete Loth 
ÜV oder dessen Verlängerung schneidet, und werde SR ge- 
zogen, so liegt, weil SR = VR ist, R auf dem Kegelschnitt 
und TR berührt denselben, weil ^ TR8 s / 7!RF ist 
(IIL 48., 51., 52.). Umgekehrt, wenn TR den Kegelschnitt 
berührt, kann es ihn erstens nur im Dorchscbnitt mit HV 
berühren , weil nnr für diesen Punkt die Summe HR -4- SR 
ein Minimum ist, mithin ist dann wegen der Congruenz der 
Dreiecke TRS und TRV die Linie ÄS = ÄF", also HV= HR 
-\- RS. q. e. d. 

§. 18. Att%abe 10. Wenn ein Brennpunkt und die 
Hauptachsen gegeben süid, eine £llipse oder Hyperbel zu 
beschreiben, welche durch gegebene Punkte geht oder 
gebene Gerade berührt. 
Fis. 8. Sei 5 der gegebene Brennpnnkt, AB die Hauptachse, 
P ein Punkt, durch welchen ein Kegelschnitt gehen soll, 772 
eine Gerade, die er berühren soll. Man heschreibe um P 
mit AB — SPf wenn eine Ellipse, und mit AB -j- SP, wenn 
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eine Hyperbel veilaiiirt ist, einen Kreis. Auf die Linie 772 
fölle man von S ein Lotli ST, verlängere es um sich selbst 
bis V und beschreibe mit AB um V einen Kreis. Auf diese 
Weise findet man, sowohl wenn zwei Punkte P, p oder zwei 
Tangenten TR, tr oder ein Punkt P und eine Tangente TR 
gegeben sindi Ewei Kreise. Man nenne deren Dorchschnitt H 
und beschreibe für S und H als Brennpunkte AB als grosse 
Achse einen Kegelschnitt, so ist die Aufgabe aufgelöst; denn 
der erhaltene Kegelschnitt geht durch P und />, weil ÄP4* 
oder SP — PH und Sp -f j)H oder Sp — pH gleich AB sind, 
und berührt die Geraden 77^ und tr nach dem vorigen Lemma. 

§. 19. Aufgabe II. Eine Parabel zu beschreiben, die 
einen gegebenen Brennpunkt hat und durch gegebene Punkte 
geht oder gegebene Linien berührt 

Sei 8 der gegebene Brennpunkt, P ein Punkt, TR eine fir. 4. 
Tangente der gesuchten Parabel. Um P beschreibe man mit 
PS einen Kreis , auf TR fälle man von 8 ein Loth 8T und 
verlängere es um sich selbst bis V. 

Auf dieselbe Weise ist ein anderer Kreis zu beschreiben, 
wenn noch ein Punkt j3, und ein anderer Punkt v zu finden, 
wenn noch eine Tangente gegeben ist Dann ziehe man 
eine Oerade FI, welche die beiden Kreise berührt, im Fall zwei 
Punkte Pf p gegeben waren, oder die Punkte K, v verbindet, 
wenn zwei Tangenten gegeben waren, oder eine Tangente 
▼on V an den einen Kreis ist, wenn ein Punkt und eine 
Tangente gegeben waren. Fälle dann von 8 auf FI ein 
Loth 81, halbire es in K und beschreibe für den Scheitel Kj 
die Achse KS und den Brcrnipiinkt -S eine Parabel, so ist 
dies die verlangte. Denn diese ir^vhi durch P, weil SP gleich 
dem Loth PF von P auf die Gerade Fl ist, und berührt die 
Gerade TR nach Lemma 14. CoroU. 3., weil ST« und 
^8TR ein rechter Winkel ist 

§. 20. Aufgabe 12. Für einen gegebcin ii Brennpunkt 

einen Kegelschnitt von gegebener Gestalt zu beschreihen, der 

durch gegebene Punkte geht und gegebene Gerade berührt 

Antn. Da zur Auflösung dieser Aufirabe <Ue auf die Leitlinie der Ellipse Wj, 5. 
oder Hj*perhel bo/.ichlichc Ki-rensflmft !;«.'hi r.uchf wird, ^^cU•^le- sich beim Apol- 
lonius nirlit tindut, so folj^t hier die Ableitung dieser Eigenschutt ans den 
Lvhrüüticen des ApoUoniua. Öoien «b', 11 die Brennpunkte, C der Mittelpunkt^ 



Digitized by Google 



300 



B die Scheitel der Beaptaclue, P ein Pnnlct dee Umfiuigi einer ElBpee, 
?on wdclieni letitecen £e Ordfinftte FI und die Ttagente PK bii an die 
Hanptachso gezogen sind, and bezeichne der Kürze halber a die halbe HanpU 
aehse, e die halbe Länge .S'ZT, so isti da nach III. 48. FK den Anfsenwinlcel 
Ml der SpitM tob 8FH halbirt, 

1) rS : Pff=8K:HK, 

woraus componendo, da nach III. 52. PS -\- PH ~ 2a ist, entsteht: 

2) FS -.20 = Ä A' : + JIK = CA' — e : 2 CA', 
Es ist also 

.) ^ 

oder da nach I. 37. CK= — ist. erhält man 

CI 

4) PS=za^L'CJ=l ("^-oA; 

a n \ e f 

wenn also auf der verlängerten Achse CA ein FoolLt Q bestiroint wird, ao 

da« cur =: ^ iit, m ist 
e 

6) FS=1'JG, 

a 

' dp Ii« der Abetand dnes Ponktes P der Elfipse Ton «nem Brennponlct rerhilt 
neh sam Alntand deaedben Pnnktes Ton dem in Q aaf der Achse eniditeten 
Loth wie die Entfemang der Brcnnpanlrte von einander zur grossen Aciise. 

Aaf ganz ähnliche Weise erhält man die Eigenschaft iiir die Hyperbel, 
bei welcher die Tangente FK den Innenvrinkel des Dreiecks SFJI halbirt, 
und nnr die Zeichen auf der rechten Seite der Zeilen (2), (3), (4) nmgekehrt 
heraaskommen. 

Fif. 6. Erster Fall. Für den gegebenen Brennpunkts einen 
Kegelschnitt ADE von gegebener Grestalt zu beschreiben; der 
dnrch die gegebenen Punkte D nnd £ geht. 

Man ziehe SD nnd SB nnd bestimme zwei Längen DK^ 
EL, so dasB 

SD:DK = 8E:EL = e:a 

(d. i., da das Verhältniss der Achsen ^ = ^ gegeben ist, wie 

}fl — : 1 bei der Ellipse und wie V 1 bei der Hy- 

perbel), beschreibe mit D um DK, um E mit EL einen 
Kreis, zielie eine gemeinschaftliche Tangente dieser Kreise, 
falle darauf von S ein Loth SG und theile SG durch einen 
innem Punkt A und einen äussern B, so dass 
GA : SA = GB : SB = DK : SD 
isty SO sind A, B die Endpunkte der grossen Aehse des ver- 
langten Kegelschnitts. Denn nennt man noch H den zweiten 
Brennpunkt desselben^ so ist, da 
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GA:SA=: GB : SB, aucli 
GB^GAiSB— SA=iGA:SA = a:e, d.i. 
AB:SH=a:ef 

aJfio hat der erhaltene Kegelsohnitt die yerlangte G^ettalt, und 
da aoBBerdem SD: DK, 8E:EL dasselbe Verhttltniss haben 

als e:a, so geht der Kegelschnitt auch durch die Punkte D 
und E, 

Zweiter Fall. Für einen gcp^ebenen Brennpunkt «SFig. 7. 
einen Kegelschnitt von gep^ehencr Gestalt zu beschreiben^ 
der zwei gegebene Gerade TR] tr berührt. Man flUle vom 
Brennpunkt 8 auf die Lbien TR, tr Lothe STy st und ver- 
längere sie um sich selbst zu den Punkten V und v, ziehe 
Vv und errichte in seiner Mitte o ein Loth^ theile femer V8 
durch einen innern Punkt K und einen üiisseru k, so dass 

VK'.SK^ Vk:Sk = a;e 

ist, und beschreibe über Kk als Durchmesser einen Kreis, so ist 
ein Durchschnittspunkt H desselben mit dem in o errichteten 
Loth der zweite Brennpunkt und VH die Li&nge der grossen 
Achse für den gesuchten Kegelschnitt. Denn dieser hat die 

verlangte Gestalt^ da nacli einem bekannten Ortssatz das 
Verliältniss VH : Sil gleich dem g(\u^('1>enen Verliältniss n : e 
ist, wodurch die Gestalt des Kegelschnitts l)cstinimt wird, 
und er berührt die Geraden TR, tr nach Lemma 15. 

Dritter Fall, Für einen gegebenen Brennpunkt S 
einen Kegelschnitt von gegebener Gestalt zu beschreiben, 
der eine gegebene Gerade TR in einem bestimmten Punkt 
R berührt 

Man Me von 8 auf TR ein Loth 8T und verlängere 

es um sich selbst bis Vj ziehe FÄ, theile VS durch einen 
Innern Punkt K und durch einen äusseren Ar, so dass 

VK:SK= Vk:Sk = a:e 

ist, beschreibe um Kk als Durchmesser einen Kreis, der die 
n5thigenfalls verlängerte KR in H trifft, so ist der Kegel- 
schnitt, dessen Brennpunkte £f und H sind und für welchen 

VH die Länge der grossen Achse angiebt, der Verlangte, 

denn seine Gestalt ist durch das Verliältniss SH : HV be- 
stimmt, welches dem gegebenen Acliseuverhältniss ent- 
spricht, er berührt die Gerade TR nach Lemma 15. und 
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p^eht durch Ä, weil HR dt. SR = HVy d. i. gleicli der grosaen 
Achse ist. 

Piir- 8. Vierter Fall. ITttr einen gegebenen Brennpunkt 8 
einen Kegebchnitt APB zu besehreiben, der eine gegebene 
Gerade TR bertthrt, durch einen ausserhalb dieeer Gerade 
liegenden Punkt P geht und ShnHch dem Kegelschnitt ajih 

ist, dessen grosse Achse ab und dessen Brennpunkte s und 
h sind. 

Fälle von ^' aut" TR ein J^otli ST und verlängere es um 
sich selbst bis trage die Winkel VSP^ SVP an sh, erste- 
ren an », letsteren an h an, so dass ein Dreieck shq entsteht, 
beschreibe um q mit einer L&nge einen Kreis, die durch 
die Proportion SV: SP = ab im bestimmt ist, nenne p den 
einen Durchschnittspunkt dieses Kreises mit dem Kegelschnitt 
apb, ziehe sp und von S eine Linie SH, welche mit SP 
einen Winkel PSH =p8h bildet und deren Länge durch die 
Proportion 

3p:8h=:SP:SH 

bestimmt wird, so ist der Kegelschnitt, für den 8, H Ale 
Brennpunkte und VH die LSnge der Hauptachse sind, der 
verlangte. 

Man ziehe noch sv, so dass /^vsp = ^hsg und 

sq : sh = sp : SV 
ist, so sind die Dreiecke svh und spq ähnlich, also ist 

vh :pq = sh : sq, 

und tblglich wegen Aehnlichkeit der Dreiecke shqy SVP auch 

vhipq== SV: SP= abipq, 

mithin ist vh = ab. Wegen Aehnlichkeit der Dreiecke VSH 
und vsh ist 

VH:SH=vh:8h, 

also die Grestalt des erhaltenen Kegelschnitts ähnlich der des 
gegebenen; wegen Aehnlichkeit der Dreiecke SPH und iph 
geht nun der erhaltene Kegebchnitt auch durch den Punkt 
P und er bertthrt die Gerade TR nach Lemma 15. 

Anm. Da die ktite Aufgabe durch die Durchschnitt^punkte eines 
Kreises mit einem Kegelschnitt aufgelöst werden muss, kann man auch ^ 
folgendennaasen ver&hren. Man oonttruire entent den Kreis, dessen Pinikle 
von S und V Abstände haben, £e in dem gegebenen VerhUtniss e : a stehen, 
sodann fSat V und P ab Brennpunkte nnd SP als Lioge der gössen Aebee 
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eine Hyperbel, wenn der f:;esucht<; Kcgclsclmitt eine KllijiM. ., unil eine Kllipse, 
wenn derselbe eine Hyitcrbel ist, nenne einen der Duvehijchnitt.ipunkte des so 
erhaltenen Kegelschnitt» mit dem vorerwähnten Kreis i/, so sind *S' und II die 
Brennpunkte, FiT die Länge der Hanptachse ftir den gesachten Kegelschnitt; 
diMer hat ^ verlangte Gfittdt, -weil VM und SH das (ur a : e gegebene Ver- 
UQtnlss habm» ber&hrt TB nach Lemsia 15. nnd geht durch P, veil wegen 
des Kegelsehnitts, anff dem J7 liegt, entweder Vff^PM=:8P^ also Vff=s8P 
+ oder Vff-^ Pff=PS, also Fir= PÄ — PÄ" ist. 

Lemma 16. Von drei gegebenen Pimkt(;ii naeli einem 
vierten gesuchten Punkte Linien zu zielien, deren Differen- 
zen entweder gegeben oder gleich Null sind. 

Erster Fall. Seien A, B, C die gegebenen, Z mg. ». 
der gesuchte' Punkt und die Differenzen AZ — BZ = p, 
AZ — CZ=y gegeben. 

Weil AZ — BZ gegeben ist, begt Z auf einer Hyperbel, 
deren Brennpunkte A und B sind und deren Hauptachse 
gleich p ist ; seien M, N also die Scheitel der Achse und P 
ein Punkt auf MN, so dass 

PM:MA=zMN:AB 

ißt, und in P ein Loth auf MN errichtet ^ und sei ZR der 
Abstand des Punktes Z von diesem Loth, so ist das Ver- 
hältniss 

ZRiZAss: MNi AB (siehe Anm. zu §. 20.) 

also gegeben. Auf ähnliche Weise liegt Z auf emer Hyper- 
bel, deren Brennpunkte A und C sind und deren Hauptachse 
gleich q ist, und man kann also ein Loth QS auf einem 
Punkt Q von AC errichten, so dass der Abstand ZS des 
Punktes Z von diesem Loth zu ZA sicli vorhält wie g : AC, 
Da nun also die Verhältnisse ZR : ZA und ZA : ZS gegeben 
sind, ist auch ZR : ZS bekannt und folglich liegt Z auf einer 
construirbaren Gerisiden, die vom Schneidungspunkt T der 
Geraden RP und SQ ausgeht. Auf dieselbe Weise kann 
durch die Hyperbel, deren Brennpunkte B und C sind und 
deren grosse Achse p — q ist, in Verbindung mit einer der 
früheren Hyperbeln eine zweite Gerade bestimmt werden, 
auf welcher Z liegen muss; mithin ist Z selbst als Durch- 
schnitt zweier oonstruirbarer Geraden bekannt, q. e. d. 

Zweiter Fall Wenn zwei der drei Idnien, z. B, AZ 
und BZ einander gleich sind; so liegt Z in dem auf der 



Digilized by Google 



— 364 



Mitte vou AB errichteten Lf)tli und der andere geradlinige 
Ort kann wie im vorigen Fall gefunden werden. 

Dritter Fall. Wenn die drei Geraden AZ, BZ^ CZ 
glnch sein sollen | ist Z der Mittelponkt dea Kruses ^ der 
durch die Fimkte A, Bj C geht 

Anm. Es uird dicfies Lemma ftuch ia dem wiederhergesteUten Liber 
tactionum des Apollonias gelöst. 

§. 21. Aufgabe 13. Einen Kegelschnitt zu beschreiben^ 

dessen einer Brennpunkt gegeben ist, und der durch gege- 
bene Punkte geht oder gegebene Gerade berührt. 

Sei ein Brennpunkt S, ein Punkt P und eine Tangente 
TR gegeben. Man f^e auf die Tangente das Loth SR und 
TerlSngere es um sich selbst bis V, so ist SP der Unter- 
schied der Abstände des gesuchten zweiten Brennpunktes B 
von den Punkten V und P, Wenn also mehrere Punkte 
oder Tangenten gegeben sind, so erhält man immer ebenso 
viele Linien PJf oder VH, welche von der Aehse entweder 
einen gegebenen Untersehied (wie SP) haben oder dcrßclben 
gleich sind, und die also auch unter sich entweder gleich 
sind oder gegebene Unterschiede haben. Mithin ist aus drei 
Punkten oder Tangenten der andere Brennpunkt H nach 
dem vorigen Lemma zu finden. Aus den beiden Brennpunk- 
ten aber und der Länge der grossen Achse ; die gleich HV, 
wenn eine Tangente gegeben ist, und wenn ein Punkt P 
gegeben ist, gleich SP-f- PH im Fall einer Ellipse und gleich 
dri{SP — PB) im Fall einer Hyperbel ist, kann der verlangte 
Kegelschnitt coustruirt werden. 

Fig. 10. Scholium. Der Fall, in w;elchem drei Punkte gege-. 
ben sind, kann folgendermassen schneller gelöst werden. 

Seien B, C, D die gegebenen Punkte; man ziehe CB und 
DC und verlängere diese Linien zu den J^mkten -E, F, so dass 

EB:EC=^BS:CS und 

FC:FD^C8:D8 

Ist, verbinde E mit F, fälle darauf von $ und B Lothe SG, 
BI und bestimme in GS und seiner Verlängerung zwei Punkte 
A, a, so dass GA:8A = GaiSa:=^BI:BS int, dann sind A 
und wenn es vorhanden ist, a die Scheitel der Hauptachse 
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des gesuchten Kegelschnitts, welcher je naclidem GA grösser, 
gleich oder ideiner als SA ist, eine Ellipse^ Parabel oder 
Hyperbel sein wird, in dem der Punkt a im ersten Fall auf 
deroeibea Seite von GF als A liegt, im ssweiten Fall im Un- 
endHcfaen. liegt und im dritten auf der dem Punkt A ent- 
gegensetzten Seite von G liegt. 

Fällt man noch die Lothe CK und DL von C und D 
auf GFj 80 ist 

. CKiBI=CE:BE=CSiBS, 
also auch 

CK:CS = BIiB8, 
und auf dieselbe Weise kann auch gezeigt werden, dass 

DL:D8,= BI:B8 ist, da aber 

BIiBS^GAiSA 
ist, liegen nach Anm. zu §. 20. die Punkte Bf C, D auf dem 
Kegclsclinitt, dessen Brennpunkt S und dessen Leitlinie GF 
ist q. e. d. 

Eine hiervon nicht sehr verschiedene Art der Autlösung 
giebt der berühmte Geonieter de la Hire im 25. Satz seines 
achten Buches über Kegelschnitte. 

Von der Conslruclion der Keselschiiitte, weuii keiner der 
beideu Breaupiiakte bekannt isU 

Lemma, 1 7. Wenn von einem Punkt eines Kegel- 
schnitts nach den vier nötliigenfalls verlängerten Seiten AB, 
CD, ACf BD eines demselben eingeschriebenen Vierecks eben 
so viele Gerade PQ, PR, PS, PT .unter gegebenen Winkeln 
gezogen werden^ je eine an eine Seite, so hat das Bechteck 
PQ ' PR ans zwei an gegenüberstehende Seiten des Vierecks 
gezogenen Linien zu dem aus den beiden andern PS'PT ein 
festes Verhältnis». 

Erster Fall. Seien zuerst die von P an die Seiten pig. ii. 
gezogenen Geraden jedesmal einer der Gegenseiten parallel, 
nämlich PQ und PH der Seite AC und PS und PT der 
Seite AB und ausserdem zwei Gegenseiten AC und BD des 
Vierecks unter sich parallel. 

Die Gerade, welche die Mitten der Seiten AC und BD 
verbindet, ist dann ein Durchmesser des Kegelschnitts und 
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halbirt ausserdem die Linie RQ] ist also O diese Mitte von 
RQ, 80 ist PO eine Ordinate für den erwfilmten Darchmds- 
ser, und Terlftngert man PO um sicli selbst bis K, so ist OK 
die Ordinate naeh der entgegengesetzten Seite des Durch- 
messers, und da die Punkte Af B, K auf dem Kegelschnitt 
liegen und PK die Linie AB unter einem unveränderlichen 
Winkel schneidet, so ist nacli Ap. III. 17. und 18. 

PQ'QKiAQ'QB 
ein festes Verliältnias. Aber es ist QK=iPRj da sie Unter-» 
schiede gleicher Längen sind, mithin ist 

PQ'QK^PQ'FR, 

und da ausserdem 

ist, erhellt, dass auch 

PQ'PRiPS-PT 
ein festes Verhältniss ist 

Zweiter Fall. Seien nun die Seiten AC und BD des 
Vierecks nicht parallel, übrigens aber dieselben VoraussetEun- 
gen als oben. 

Flg. IS. Man siebe eine Parallele von B mit AC, bis sie den 
Kegelschnitt in äy die Linie 8T in i triffi;, femer von D eine 
Parallele mit CA, welche AB in N schneidet, ziehe Cd. die 
die PQ in r , DN in M sclmeidet. Wegen Aehulichkeit der 
Dreiecke -ßZY, DBN ist Bt od(?r 

PQiTtz^DNiBN, 

und es ist ausserdem 

Br:AQ^DM:AN, 
mithin, wenn man zusammensetzt, 

PQ'Rr:AQ''n = DM'DN:AN'BN, 

nach Fall 1. ist aber 

PQ'Pr:PS'Pl=DM'DN:AN-BN, also auch 
PQRr:PS'Ti=PQ'Pr:l^'Pt 
oder durch Subtraction der correspondirenden Glieder 

PQ'PR:PS'PT=PQ'Pr:PS'Pt = DM'DN:AN*BN, 
also, da das letzte Verhältniss constant ist, bat auch 

PQ'PRiPS'PT 
einen unTerttnderlichen Werth. 
Flg. IS. Dritter Fall. Angenommen endlich ^ dass die Linien 
PQ, PR, PS, PT den Seiten AC, AB nicht parallel, sondern 
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unter bestimmten Winkeln an die Seiten des Vierecks gezo- 
gen sind, so siehe man Pg, iV parallel AC nnd A, Pf pa- 
rallel AB an die Seiten des Vierecks, dann sind, da die 
Winkel der Dreiecke PQq, PÄr, PSs, PTi gegeben sind, auch 
die Verhältnisse PQ : P^, PR ; Pr, PS : Ps, IT: PI von imver- 
änderlicliem Werth, also auch die zusammengesetzten Ver- 
hältnisse > 

l<^ 'PR :Pg^ /V und 

PS'PTiPt-Pt. 
Da aber nach Fall (2) 

Pg'PriPtt'Pt 
ein fettes VerkSitmss ist, mnss auch 

PQPR.PSPT 
einen unveränderlichen Werth ha])cn. 

Lemma 18. Wenn unter denselben Voraussetzungen 
das Verhältniss 

PQ'PR.PS'PT 
^nen festen Werth hat, so befindet sich der Pankt P auf 
einem Kegelschnitt^ der durch die Ecken des Vierecks ABDC 
geht. 

Man denke sich einen Kegelschnitt durch die vier Fig. i*. 
Punkte Ay />, C und einen der unenfllieli vielen Punkte 
P, die der gestellten Bedingung genügen , welcher p heisse, 
beschrieben, so wird behauptet, dass sich P immer auf 
diesem Kegelschnitt befinden muss. Wäre dies nicht der 
Fall, so siehe man AP, welche den vorhergedachten Ke- 
gelschnitt in einem andern Punkt als P, etwa in h treffe. 
Wenn nun von den Punkten p und b an' die Seiten des 
Vierecks ABCD unter den gegebenen Winkeln die Linien 
J^} P^i P^y ^'^^ gezogen werden, so ist 

pq 'pr i p8 'j)t — bk ' :bz ' bd, 
also müsste auch 

PQ'PR iPS. PT = bk'hx: hz ' bd 
sein. Wegen Aehnlichkeit der Vierecke KMS», UtAx ist aber 

PQxPS^l^ihz, 

abo müsste auch 

PR.PT^bafihd 
sein und also wären die gleichwinkligen Vierecke bxDdj 
PRDT ähnlich und ihre Diagonalen Db, DP müsetcn zu- 
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»ammenfallen, dann fällt aber auch der Punkt b in den Durck- 
schnitt der Geraden AF^ DP, d. b. mit dem Funkt P stt- 
samwifliiy und es ist sonach geseigt, dass der Pankt P| wo 
man ilm auch annimmt, immer auf dem gedachten Kegel- 
schnitt liegt. 

Co roll ar. Wenn drei Gerade PQj PR, PS von einem 
Punkt P an drei feste Linien AB, CD, AC unter gegebenen 
Winkeln gezogen werden und PQ-PR zu PS- in einem festen 
Verhältniss steht, so befindet sich P auf einem Kegelschnitt, 
der die Geraden AB und CD in den Punkten A und C be- 
rührt und umgekehrt* Denn denkt man sich die Linie BD 
der AC sich nähern und mit ihr zusammenfallen, während 
die Lage der Geraden AB, AC, CD unverändert bleibt, und 
seien PT und PS unter Bolchen 'Winkeln gezogen, dass sie 
in einer Linie zusamnientallen. so geht das Rechteck PS'PT 
zuletzt in PS'^ über und die Geraden AB, CD, die vorher den 
Kegelschnitt in den Punkten A und B, C und D schnitten, 
werden ihn in den Punkten A und C, mit welchen B imd D 
zusammengefallen sind, berühren. 

Scholium. Der Name Kegebchnitt wird in diesem 
Lemma in weiterem Sinne gebraucht, 80 dass darunter auch 
der durch den Seheitel des Kegels gelegte, aus zwei gera- 
den Linien bestellende, und der kreisförmige, der Grundfläche 
paralhde, verstanden werden. Denn wenn der Punkt P in 
eine der Geraden fallt, welche die Punkte A, B, C, D ver- 
binden, 80 verwandelt sich der Kegelschnitt in zwei Gerade, 
deren eine die erwähnte Linie ist, in welche der Punkt P 
fiillt, und deren andere die Verbindungslinie der beiden übri- 
gen von den vier Punkten A, B, C, D ist. Wenn zwei ge- 
genüberliegende Winkel des Vierecks .^DC zwei Rechte 
betragen, die vier Linien PQ, PR, PS, PT entweder senk- 
recht oder doch unter gleichen Winkeln an die Seiten ge- 
zogen werden und das Rechteck PQ - PR dem Kechteck PS'l^ 
gleich ist, so ist der Kegelschnitt ein Kreis. Dasselbe tritt 
ein, wenn die Linien PQ, PR, PS, PT in beliebigen Winkeln 
an die Seiten gezogen sind und das Kechteck PQ^PR zu 
dem Bechteck PS • PT sich verhält wie das Pk-odukt aus den 
Sinus der Winkel S und T, unter welchen die Linien PS 
und PT an die Seiten des Vierecks gezogen sind, zu dem 
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Produkt aus den Sinus der Winkel Q und E, unter denen 
PQ und PR gezogen sind. In den übrigen Fällen ist der 
Ort des Punktes P eine der drei Gestalten, weiche gewöhn- 
lich Kegelschnitt genannt werden. Anstatt des Vierecks 
ABDC kann auch ein sogenanntes überschlagenes Viereck 
genommen werden , worin nämlich zwei Gkgenseiten sich 
nach Art von Diagonalen durchschneiden. Es können auch 
von den Punkten A, B, C, D einer oder zwei in's Unendliche 
sich entfernen und die in diesen Punkten zusammenlaufenden 
Seiten parallel werden ^ in welchem Fall der Kegelschnitt 
durch die übrigen Punkte geht und nach der Dichtung der 
Parallelen sich in's Unendliche erstreckt. 

Lemma 19. Einen Punkt P von der Eigenschaft zu 
finden, dass, wenn von ihm vier Geraden PQ, PR^ PSy PT 
unter gegebenen Winkeln an die Seiten AB, CD, AC, BD 
eines gegebenen Vierecks gezogen werden, das Beohteck 
PQ'PR EU dem Eechteck PS'PT ein gegebenes Verhftlt- 
niss hat. 

Man ziehe von der Ecke -^4 aus eine beliebige Linie -^4//, Fig. is. 
in welcher der Punkt P gesucht werden soll; seien H und / 
die Durchschnittspunktc der Linien BD und CD mit AH. 
Weil nun die Winkel der Dreiecke PAQ und PAS bekannt 
sind, sind auch die Verhältnisse PQiPA und PA:P8, also 
auch PQi^ gegeben; dividirt 'taian nun das für 

PQ>PR:P8»PT 
gegebene Verhältniss durch dieses fUr PQ : PS bestimmte , so 
erhält man ein Verhältniss iVir PR'PT, und multiplicirt man 
hiermit die durch die Winkel der Dreiecke FZ/jT gleich- 

falls gegebenen Verhältnisse PIiPR und PTiPH, so erhält 
man das Verhältniss fUr PIiPH, durch welches der Punkt 
P selbst gegeben ist. 

Cöroll. 1. Man kann hiemach auch in einem belie- 
bigen Funkt D an den Ort der Punkte P eine Tangente 
ziehen, denn die Sehne PD geht, wenn die Punkte P und D 
zusammenfallen, d. h. wenn AH durch den Punkt D geführt 
wird; in die Tangente in D über. In diesem letzten Fall 
wird aber das Verhältniss der verschwindenden Strecken IP 
und PH wie vorher gefunden. Man ziehe also von C eine 
Parallele mit AD^ welche die verlängerte BD in F txifSi, und 

Apollonlua, KegelaelmUte. 24 
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theile diese Parallele nach dem wie oben für IPiPH boßtimm- 
ten Verh&ltnisB durch einen Fimkt E, dann ist DE die Tan- 
gente m D, weil CF und die verschwindende IH parallel und 
in den Punkten P und E proportional getheilt sind. 
Fi«. 16. Cor oll. 2. Es kann femer hiernach der Ort sämmt- 
Hoher Punkte P näher bestimmt werden. Durch einen der 
Punkte A, B, C, 1), etwa durch A, ziehe man die Tangente AE 
des Orts, und durcli einen audci ii eine Parallch^ damit, deren 
Durclisclmitt F mit demselben das Lemma linden lehrt; halbire 
dann BF in G, so ist AG die Lage eines Durchmessers, für 
welchen BGy FG zugehörige Ordinaten sind. Sei nun U der 
Durchschnitt von AG mit dem Ort, so ist AH der erste 
Durchmesser oder das latus transversum, zu welchem sich 
das. latus rectum verhSit wie FG^ : AG * GH. Wenn AG den 
Ort nicht tritl't, indem ./^ unendlich wird, ist der Ort eine 
Parabel, deren Durchmesser AG und zugehöriges latus rectum 

ist Wenn AG den Ort trifft, so ist derselbe eine Hy- 

|Krbe!, in dem Falle, wo die Punkte A und H auf derselben 
Seite des Punktes G liegen, eine Ellipse, im Fall G zwischen 
A und H liegt, ausser wenn AGB ein rechter Winkel und 
zugleich BG^^AG'GH ist, in welchem Fall der Ort ein 
Kreis ist. 

In diesem CoroUar ist "für das von Euclid begonnene 
und yon Apollonius fortgesetzte Problem der yier Jiinien 
nicht die Auflösung durch Rechnung, sondern die geome- 
trische Construction enthalten. 
FJg. 17 Lemma 20. Wenn ein Parallelogranuu ASPQ mit 
zwei (xegeiieeken A und P in einem Kegclsclmitt liegt und 
die verlängerten Seiten AQ, AS denselben noch in den Punk- 
ten B und C treffen, von diesen Punkten B und C aber nach 
einem beliebigen fünften Punkt 2> des Kegelschnitts zwei 
Gerade BD, CD gezogen werden, die den verlSngerten ge- 
genüberstehenden Seiten PS, PQ des Parallelogramms in den 
Punkten T und R begegnen, so haben die erhaltenen Ab- 
schnitte PR und PT ein festes Verhältniss zu einander, und 
umgek(!hrt, wenn diese Abschuitte ein festes Verhältniss ha- 
ben, befindet sieh der Punkt P auf einem Kegulscbuitt, der 
durch die Punkte-.^, B, C, P geht. 
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Beweis des ersten Tlioils. Man ziehe BP, CP und 
durch D die Linie DG parallel mit AB und DK parallel mit 
AC und seien H, I, G die Durcbsdinittspunkte von DG mit^ 
BP, PQ, AC und E, F, K die von DK mit AB, CP, SP, so 
ist nach Lemma 17. 

1) DE'DFiDG'DH 
ein festes Verhältniss; es ist aber 

PQ;DE^PB:HBz=zPT:DH, also 

2) PQiPT^DBiDH'^ 
femer ist 

PR : DF=: CR : CD = PS: DG, also 

3) PR:rS = DF:nG, 
mithin durch Zusammensetzung von (2) uikI {',)) 

PQ> PR: PS ' PT =^ DE' DFi DG ' DH, 

und da PQ und PS feste Grössen sind, so folgt hieraus durch 
Vergleichung mit (l), dass auch PRiPT ein festes VerhSlt- 

niss ist. 

Beweis des zweiten Theils. Wenn PR : FT einen 
iV'sten Werth liat, so erhält mau auf ähnliche Weise zuriick- 
Bchreitendy dass auch 

DE'DFiDG'DG 

einen unTer&nderÜchen Werth hat und also nach Lemma 18. 
des Punkt D auf einem Kegelschnitt liegt; der durch die 

Punkte A, B, C, P geht. 

Coro II. 1. Hieraus folgt, dass, wenn 5C gezogen wird 
und PQ in r schneidet und wenn auf PT ein Stück Pt ab- 
geschnitten wird; so dass 

PR:PT=P^iPt 

• 

ist, Bt die Tangente des Kegelschnitts im Punkt B ist. Denn 

denkt man sich den Punkt D dem Punkt B sich nähern und 
mit ihm zusammenfallen, so geht die verschwindende Sehne 
BD in die Tangente in R über und CD, BT fallen dann 
beziehlich mit CB^ Bt zusammen. 

Coro 11. 2. Umgekehrt, wenn Bt eine Tangente in B 
ist und nach eüiem beliebigen Punkt D des . Kegekchnitts 
Linien BD, CD gezogen werden , so verhalten sich die da- 
durch auf QP, 8P erhaltenen Abschnitte PR'.'FT wie Pr:Pt 
oder ancfai wenn PR und PT in dem Verhiltniss BriPt m- 
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genommen werden, so treffen sich BT und CR in einem 
Punkt D des Kegelschnitts. 
' Cor oll. 3. Ein Kegelschnitt schneidet einen andern in- 
nicht mehr als vier Punkten; denn wenn es möglich ist, seien 

A, Bf C, Pf 0 ftlnf gemeinschaftliche Pmikte zweier Kegel- 
schnitte^ welche von der Geraden BD in zwei yerschiedenen 
Punkten D und d getroffen werden, und sei p der Durch- 
schnitt TOn PQ mit Cd, so niüsstc 

PR:PT= Pp:l% 
also PR und Fp einander gleich sein, was gegen die An- 
nahme ist 

Hg, 18. Lemma 21. Wenn zwei bewegliche und unbegrenzte 
Gerade BM, CM, welche sich um die festen Punkte B und 
C wie um feste Pole drehen, mit ihrem Durchschnittspunkt 
M eine gegebene Gerade MN beschreiben und'jedesmal zwei 
andere Gerade BD^ CD, die mit den beiden vorigen an den 
Punkten ß und C unveränderliche Winkel MBD und MCD 
bilden, gezocen werden, so lusdireiben diese letzteren Ge- 
raden mit ihrem Durehschnittspunkt D einen Kegelschnitt, 
der durch die Punkte B und C geht. Umgekehrt, wenn 
zwei Gerade BD, CD, die sich um die festen Punkte B und 
C drehen, mit ihrem Durchschnittspunkt D einen Kegel- 
schnitt beschreiben, der durch die Punkte B, C, A geht, und 
Winkel DBM immer gleich ABCy Winkel DCM immer gleich 
ACB ist, so beschreibt der Punkt M eine der Lage nach be- 
stimmte Gerade. 

Beweis des ersten Thcils. Sei in der Geraden AfiV 
ein Punkt N gegeben und P der Punkt des Ortes von Z), 
welcher dem Punkt N der Geraden MN entspricht. Man 
ziehe BN, CN, BP, CP, femer von P die Geraden PT, PR, so 
dass /BPT^ Z^BNMvad £CPR^ /CNM ist, und nenne • 

B, den Durchschnitt von PR nüt CD, T den von PT mit BD. 
Da nun nach Annahme die Winkel MBD und NBP gleich 
sind, 80 wie auch die Winkel MCD und NCPj so bleibt, wenn 
man die gemeinschaftlichen Winkel NBD , NCD abzieht, 
übrig / NBM=^ Z^PBT und ^NCM = /^PCR, also sind so 
wohl die Dreiecke NBM und PBT als auch die Dreiecke 
NCM und PCR unter sich älmlich. Mithin ist 

PTiNM^PBiNB md 
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PRiNM=PC',NC, 
Die Punkte C, P sind aber unveränderlich, mithin ha- 
ben FT und PR ein festes Verhältniss zn NM und also auch 
unter sich, weshalb nach Lemma 20. der Punkt D einen Ke- 
gelschnitt beschreibt, der durch die Punkte B, C, P geht 

Ann. Et acheint Ar cKa Anwendung des Lemma SO. nodi bewiesen 
werden sn ntSNeni daai der Punkt, in dem eine ron B mit PT und eine n>n 
C mit PB gelegene Porallete sneammentreffira, gleidiMle dem Ort des beweg- 
lichen Punktes D angehört. Es erhellt aber aus der fortwUirend bestehenden 
Aehnliehkett der Dreiecke BJPT und EKM^ dass, wenn ersteres dadurch su 
cNistircn aufhört, dass BT parallel PT wird, auch in lettterrai BM parallel 
NM werdeti inuss , woraus denn folgt, dass auch CiV.lf nicht existircn kann, 
sondern da^3 CJI parallel XM sein mu69, und aus der Achnliciikcir der Dreieclce 
CXM und C]*Ji eryiebt s'uh dann weiter, dass dann auch CJi itarallcl Fit 
ist, wodurch denn bewiesen ist, dass der Durelisehnitt einer Parallelen von Ji 
mit PT und von C mit PJi in der Tliat der dem unendlich entfernten Tunkt 
der Geraden MX entsprechende Punkt des Ortes von V ist. 

Beweis des zweiten Theils. Umgekehrt, wenn der 
bewegliche Punkt D einen Kegelschnitt durchläuft, der durch 
die Punkte B, C, A geht, und der Winkel DBM immer gleich 
dem gegebenen Winkel ABC, der Winkel DCM gleich dem 

gegebenen Winkel ACB ist; und weiiii zu der Zelt, wo der 
bewegliche Punkt J) in die zwei festen Punkte P und p lallt, 
der bewegliche Punkt M sich beziehlich in N und fi befin- 
det, 80 ist die Gerade, welche die Punkte A', n verbindet, 
der beständige Ort dieses heweglichen Punktes M. Denn 
wenn es möglich ist, bewege sich M in irgend einer krum- 
men Linie, so wird der Punkt D einen Kegelschnitt, der 
durch die Punkte B, C, A, P, p gebt, beschreihen, während 
M diese krumrae Linie durchläuft. Aus dem schon Bewie- 
sen<'n erhellt aber, dass der Punkt 1) auch einen durch die 
Punkte 7^, A, p, P gehenden Kegelschnitt beschreibt, wenn 
M die Gerade Nn durchläuft. Also müssten zwei verschie- 
dene Kegelschnitte durch dieselben fünf Punkte gehen, was 
nach Coroli. 3. des Lemma 20. unmöglich ist Mithin ist 
bewiesen, dass der Punkt M unter den angegebenen Bedin- 
gungen die Gerade MN beschreibt, q. e. d. 

§. 22. Aufgabe 14. Einen Kegekchuitt durch fünf 
gegebene Punkte zu beschreiben. 

S«ien fünf Punkte A, B, C, P, D gegeben. Von ein^mFig. n. 
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derselben A zlelie man nach swei andern B und C, welche 

Pole heissen mögen, die Geraden AB, AC und damit parallel 
durch P bczieliHch die Geraden TPS, PRQ\ dann ziehe man 
von den Poh n B und C nach dem fünften Punkt D die 
Geraden BD, CD, die die zuletzt gezogenen Parallelen be- 
siehlich in T und 12 schneiden; endlich schneide man von 
PTf FJR durch eine mit 772 gezogene Parallele ir 8w«i Stücke 
Ptf Pr ab, welche dasselbe Verhültnias haben als FT nnd PR, 
80 schneiden sich die Linien B/, Cr in einem neuen Fonkt 
d des gesuchten Kegelschnitts; denn der Punkt d befindet 
sich nach Leiinna 20. auf einem Kegelschnitt, der durch die 
Punkte A, B, C, P geht, und wenn die Linien Rr , Tt ver- 
schwinden, geht d mit D zusammen ; mithin geht der Kegel- 
schnitt durch die fünf Punkte Aj B, C, P, D. q. c. d. 
Flg. 18. Andere Auflösung. Man verbinde drei der gegebe- 
nen Funkte, etwa A, B, C, mid indem die festen Winkel 
ABC und ACB um die Fole B und C gedreht werden, lasse 
man die Schenkel BA, CA zuerst in dem Punkt D und nach- 
her in P zusammentreffen und nenne die Punkte, in denen 
dann die andern Schenkel BL, CL jener Winkel zusammen- 
treffen, M und Nf ziehe die Gerade MN und drehe die be- 
weglichen Winkel um die Pole B und C unter der Bedin- 
gung, dass der Durchschnitt m der Schenkel BL und CL 
immer in die Grerade MN fkllt, so beschreibt der Durchschnitt 
d der beiden andern Schenkel BA und CA den yerlangten 
Kegelschnitt. Nach Lemma 21. beschreibt der Punkt d einen 
Kegelschnitt, der durch die Punkte B und C geht, und nach 
Construc tion muss, wenn m in die Punkte L, M, ATällt, der 
Punkt d bczichlich in A, D, P sich bctinden. ^lithin be- 
schreibt derselbe einen Kegelschnitt, der durch die fünf Punkte 
A, B, C, D, P geht. q. e. f. 

Cor oll. 1. Hiemach kann man auch eine Tangente 
ziehen, die den Kegelschnitt in einem der gegebenen Funkte, 
z. B. in B berührt; denn wenn der Punkt d in den Funkt 
B filllt, geht die Gerade BD in die verlangte Tangente über. 

Coro 11. 2. Der Mittelpunkt, ein Durchmesser und sein 
zugehöriges hitus rectum können nun gefunden werden wie 
im zweiten Corollar des 19. Lemma. 

Scholl um. Die erste Construction wird etwas ein- 
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facher, wenn man BP zirht und darauf oder nöthigonfalls 
auf seiner Verlängerung einen Punkt p aimimmt, so dass 

Bp:BP= PR'.FT 
ist, und dann durch p eine Parallele mit SPT zieht; nimmt 
man dann auf dieser Parallele ein StQck p^ = Br und zieht 
Or, Bdf 80 schneiden sich dies^ Linien immer in einem Ponkt 
d des Ke^lschnitts. Denn da IV rW, PRtPT, pB iPB, 
pö : Pt v^lt'ivlw Verhältnisse sind, müssen Pr und pc immer 
einander gleich ;^ein. Nach dieser ^lethodc werdeü die Punkte 
des gesuehten Kegelschnitts am schnellsten gefunden, wenn 
man es nicht vorzieht, diesen wie in der zweiten Construction 
mechanisch zu besehreiben. 

g. 23. Aufgabe 15. Einen Kegelschnitt zu beschrei* 
ben, der durch vier Punkte geht und eine gegebene Gerade 
berührt 

Erster Fall. Sei eine Tangente///?, der Berührungs- Fig. 19. 
punkt B dersel})en und drei andere Punkte D, P gege- 
ben. Man verbinde B mit C, ziehe von P eine Parallele 
PS mit BH und eine andere PQ mit BC, vollende das Paral- 
lelogramm BSPQ, ziehe dann BD, welches SP in T, und CD, 
das PQ ia R schneidet; dann schneide man durch eine be- 
liebige Parallele ir mit TR zwei Stücke Pr, H ab, welche 
mit PR, FT proportional sind, so liegt nach Lemma 20. der 
Schncidnngspunkt d der Geraden Qr, Bt immer auf dem ver- 
langten Kegelschnitt. • 

A n d e r e A u f 1 ö s u n g d e s s e 1 b o n Falles, ^lan dreh e Fig. 20. 
sowohl den der (nösse nach unveränderlichen Winkel CBH 
um den Pol B als eine gerade Linie um den I^ol C und 
* nenne M und N die Punkte , in welchen der Schenkel BC 
des beweglichen Winkels die durch B gehende Gerade schnei- 
det, wenn der andere Schenkel dieses Winkels mit dieser 
Geraden in P und D zusammentrifft. Nachher lasse man 
jene durch C als Pol gehende (ierade und den Schenkel BC 
des um B als Pol gedrcliten AViiikels iminer auf der (xeradcu 
MN zusannucntn llcü , dann beschreibt der Durchschnitt des 
andern Sehenkels JUI des bewegliehen Winkels mit der durch 
C gehenden Geraden den verlangten Kegelschnitt 

Denn wenn in den Construbtionen der vorigen Autgabe 
der Punkt A sich dem Punkt B ntthert, so fallen die Linien 
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CAf CB zusammen und AB wird in seiner letzten Lage die 
Tangente HB, wodurch jene Constructionen sich auf die hier 
beschriebene reduciren. Deshalb beschreibt also der Durch- 
schnitt des Schenkels BH mit der durch C gehenden Geraden 
. einen Kegelschnitt, der durch die Punkte C, D, P geht und 
die Gerade BH in B bertthrt» q. e. f. 
Hg. M. Zweiter Fall. Seien die Punkte B, C, 2), P und die 
Gerade Hl gegeben, welclie keinen derpclhcn trifft. Man 
verbinde B mit D, C mit P durcli (rerade , die sich in G 
und die Tangente beziehlidi in H und / tretien, und be- 
stimme auf III einen Punkt A, so dass HA : AI sich verhält 
wie das liecbteck ans der mittleren Proportionale zwischen 
GP und GC und zwischen HD und HB zu dem Bechteck 
aus den mittleren Proportionalen zwischen GB und GD und 
zwischen IP und ICy so ist A der in der Tangente HI lie- 
gende Berülirungspunkt. 

Zieht inuu durch H eine Parallele mit //', welche den 
gesuchten Kegelschnitt in den Punkten X und Y trifi't, so 
ist nach^Ap. III. 16. und 17. 

HA^ lAI^^HX-HYiIP'IC und 
HX^ HY:HD'HB = GP' GCiGB . GD, also 

HA^ lAPz^HD-HB'GP'GCi IP* IC- GB • GD. 
Ist nun auf diese Art der Punkt A gefunden, so kann der 
Kegelschnitt wie im ersten Fall construirt werden, q, e. f. 
^ Man kann den Punkt A zwischen // und 7 und ausser- 
halb dieser Punkte bestimmen und erhält sonach zwei ver- 
schiedene Aufhwungen. 

§. 24. Aufgabe 16. Einen Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, der durch drei Punkte geht und zwei gegebene Gerade 
^ berührt. 

üg. t». Seien die Tangenten HI und KL und die Punkte C, 

D gegeben. Man ziehe BD und CD und verlängere sie 
nöthigenfalls, bis erstere die Tangenten in H und K, letztere 
dieselben in I und L trifft, bestimme dann auf HK einen 
Punkt R, 80 dass 

HR^ :KR^- =BH' HDiBK'KD, 
und auf IL einen Punkt S, so dass 

I8^:L8^=VI'ID:CL'LD 
ist; und zwar kann R beliebig zwischen H und K oder in 
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der verlängerten HK und eben so S beliebig auf LI selbst 
oder in seiner Verlängerung genommen werden. Ziehe nun 
RSj welche die Tangenten in ^ und P trifft, so sind ^ und P 
die Berührungspunkte des gesuchten Kegelschnitts. 

Denn man nehme an, dass A und P die gesuchten Berüh- 
rungspunkte in den Tangenten sind, und ziehe durch einen der 
vier Punkte //, /, Ä", L, z. B. durch / eine Parallele mit der 
andern Tangente KL, welche den gesuchten Kegelschnitt 
in X und 1' treffe, und sei Z ein Punkt von lY, so dass 
IZ^ = IX'IY ist, dann ist nach Ap. IIT. 16. und 17. JX-IY oder 
IZ^ : LP2 =CI'fD: CL - LD = m : LS-, also IZ: LP= LS: LS, 
und folglich liegen die drei Punkte S, P, Z in gerader Linie. 
Ferner ist, wenn G der Schncidungspunkt der gegebenen 
Tangenten ist, 7A'- lY oder 

JZ-:IA' = GP-:GA^, also 
JZ:IA=:GP:GAy 
und folglich liegen die drei Punkte P, Z, A in gerader Li- 
nie; also müssen auch die drei Punkte S, P, A in gerader 
Linie sich befinden. Auf gleiche Weise kann aber auch 
gezeigt werden, dass die Punkte P, P und A in einer Ge- 
raden liegen. Mithin ist bewiesen, dass die Berührungspunkte 
A und P in der oben construirten Geraden JiS liegen müs- 
sen. Nachdem diese aber gefunden sind, kann der gesuchte 
Kegelschnitt wie im ersten Fall der vorigen Aufgabe con- 
struirt werden. 

Lemma 22. Figuren in andere Figuren derselben Art 
zu verwandeln. 

Sei eine beliebige Figur HGI gegeben, welche umgc- Ffg. 2«. 
wandelt werden soll. 

Man ziehe beliebig zwei parallele I^inien AO , BL, die 
eine dritte beliebig gegebene Gerade AB in den Punkten A 
und B schneiden, und von einem beliebigen Punkt G der* 
knnnmen Linie eine Parallele GD mit (JA, bis sie AB in 
D schneidet, dann von einem beliebigen Punkt O der Gera- 
den AO die Gerade 07>, welche BL in d trifft, und von d 
aus die Linie dg unter einem gegebenen Winkel mit BL und 
von solcher Jjiinge, dass 

dg \ Od = DG '. OD 
ist, 80 ist // der dem Punkt G' entsprechende Punkt der 
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neuen Figur hgi, in welche HGI uni«i:ewan(lelt word(in soll; 
und aui' dieselbe Art geben die einzelueu Punkte der ersten 
Figur eben so viele Funkte der neuen. Man denke also den 
Punkt G in stetiger Bewegung alle Punkte der alten Figur 
durchlaufen, so wird der Punkt g eben so in stetiger Bewe- 
gung alle Punkte der neuen Figur durchlaufen und also diese 
beschreiben. Des Untorschiedeg halber helsse DG die erste 
Ordinate, dg die neue Ordinato, AD die erste Abscisse, ad 
die neue Abscisse, O der Pol. Ol) der beschreibende liadius, 
OA der erste Ordinateuradius, Oüj die Seite, durch welche das 
Parallelogramm OABa ergänzt wird, der neue Ordinatenradius. 

Es wird nun behauptet, dass, wenn der Punkt G eine 
gegebene gerade Linie durchläuft, der Punkt ff gleichfalls 
eine gerade Linie beschreibt; wenn G einen Kegelschnitt be- 
schreibt, g gleichfalls einen solchen durchläuft, wobei der 
Kreis den Kegelschnitten zugerechnet wird. Femer wenn G 
eine Linie der dritten Ordnung;; beschreibt, so durchläuft g 
gleichfalls eine Linie «licscr Ordnung, und so werden auch 
bei Curven höherer Ordnungen, die Linien, welche G und g 
besclirciben , immer von derselben Ordnung sein. Denn es 
sind die Verhältnisse adiOA, OdiOD, dgiDG, ABlAD unter 
sich gleich, woraus sidi ergiebt, dass 

ad ' ad 
ist. Wenn nun der Punkt G eine gerade Linie beschreibt 

und demnach in einer Gleichung, die die Beziehung zwischen 
der Abscisse AD und der Ordinate DG ausdrückt, die un- 
bestimmten Grössen AD, DG nur iu der ersten Potenz vor- 
kommen, so entstellt aus dieser Gleichung, indem man l^^^^ ^ - 

statt AD und ^ statt DG setzt, eine andere, in wel- 
cher die neue Abscisse ad und die neue Ordinate dg nur in 

der ersten Potenz vorkommen und welche daher eine gerade 
Linie bezelrhnct. Wenn aber die erste (Thnchung in Bezug 
auf AD unil D(t von der zweiten Dimension war, so ist es 
auch die neue Gleichung iu Bezug auf ad und dg, imd eben 
so für Gleichungen von der dritten oder einer höheren Di- 
mension. Es wefden die unbestimmten Grössen ADf DG in 
der ersten stets auf eiue gleich hohe Zahl von Dimensionen 
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aufsteigen als die Grössen ad, dg in <lcr zweiten Gleichung 
und also die Linien , welche die Punkte G und g beschrei- 
ben, von derselben analytischen Ordnung sein. 

Es wird ausserdem behauptet, dass, wenn eine Gerade 
die krumme Linie iii der ersten Figur berührt und auf die- 
selbe Art ab die krumme Linie in eine neue Figur yerwaa- 
delt vird^ die entsprechende G^erade auch in der neuen Figur 
eine Tangente der erhaltenen Curve ist, und umgekehrt 
Denn wenn zwei Punkte der Curve in der ersten Figur sich 
einander nähern und zusanmienfallen , so werden auch die 
entsprechenden Punkte der transtbrniirten Fia:ur sicli einander 
nähern und zusammenfallen und also die Geraden, welche die- 
selben verbinden, zu gleicher Zeit in beiden Figuren Tan- 
genten der Cu^en werden. Es h&tten die Beweise dieser Be- 
hauptungen auf eine mehr geometrische Art geführt werden 
kennen; doch ist das der Kürze halber nicht geschehen. 

Wenn also eine geradlinige Figur in eine andere ver- 
wandelt werden soll, so genügt es, die Durchschnittspunkte 
der Geraden, aus denen sie hesteht, zu übertragen und die- 
selben in der neuen Figur durch gerade Linien zu verbinden. 
Wenn eine krummlinige transformirt werden soll, so müssen 
die Punkte^ Tangenten und sonstigen geraden Linien^ durch 
die die krumme Linie bestimmt wird, übertragen werden. 

Es dient aber dieses Lemma zur Auflösung schwierigerer 
Aufgaben, indem man die vorgelegten Figuren in einfachere 
umwandelt. Denn zwei öich schneidende Geraden werden 
in zwei Parallelen verwandelt, wenn man als ersten Ordina- 
teuradius eine durch den Schntidungspunkt dieser Geraden 
gebende Linie annimmt, weil dadurch dieser Öchneidungs- 
punkt in der neuen Figur sicli in's Unendliche entfernt und 
Linien, die nach einem unendlich entfernten Punkte gerichtet 
sind, parallel sind. Nachdem aber die Aufgabe in der neuen 
Figur gelöst ist, erhält man die verlangte Auflösung, wenn 
durch die umgekehrten Operationen die in der zweiten Figur 
erhaltene Lösung in die erste Fi[:;ur zurückübertragen wird. 

Es ist dieses Lemma auch nützlicli hei der Auflösung 
der Aufgaben liolicren Grades (solidorum problcraatum). Denn 
so oft die Auflösung durch die Durchschnittspunkte zweier 
Kegelschnitte erhalten wird, kann einer dmelben, wenn er 
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eine Hyperbel oder Parabel ist, in eine Ellipse verwandelt 
werden und dann wird die Ellipse leicht in einen Kreis um- 
gewandelt. Bei der Construction der Aufgaben vom zweiten 
GradC; die durch die DarcbBcbnittspunkte einer Geraden und 
eines Kegelschnitte erhalten wird, verwandelt man diese leicht 
in die Dorchscfanittsponkte einer Geraden mit einem Kreis. 

Anm. Ghasles giebt in der 19. Note seiner Geschichte 
der (Geometrie den Weg an, wie diese Newton'sche Trans- 
formation aus der Centralprojection herzukitcn und also die 
Beziehung zwischen beiden Figuren geometi'isch nachzuwei- 
sen ist, worauf auch Newton hinweist. 
mg. u. Man denke sich vor dem Auge, das sich in O befindet, 
zwei Ebenen, welche sich in einer Linie BZ schneiden, und 
zwar der Einfachheit wegen znn&chst nnr di# durch BZ be- 
grSnzten Halbebenen, welche eben spitzen Winkel mit ein- 
ander bUden, nnd in einer derselben me Ourve so wie in 
der andern die fiir den Augpunkt O entworfene perspek- 
tivisclie Zeichnung derselben, nnd lege durch das Auge und 
den Punkt B eine Ebene, welche die vordere der beiden 
ersten Ebenen in der Geraden BL^ die hintere in BI schnei- 
det. Diese Linien BL, BI nehme man nun zu Abscissen- 
achsen nnd zn Grdinaten die der Durehsohnittelinie BZ pa- 
rallelen Linien in beiden Ebenen; sind also DG zwm 
correspondirende Grdinaten ans der vorderen nnd hinteren 
Ebene, so ergiebt sich ans der Aebnüchkeit der Dreiecke 
Odg^ ODG die Proportion 

Od : OD ^ dg : DG. 
Denkt man sich nun die beiden Ebenen mit den darin be- 
findlichen Figuren um die Abscissenachsen BL, BI gedreht, 
bis sie in die durch das Auge gelegte Ebene OBI hinein- 
fallen, nnd nimmt man noch ausserdem an, dass die Ebene 
OBI so gelegt war, dass ^ZBl^ /LBI ist, so erbftlt man 
die Newton'sche Figur. D^n da der Winkel, den die Gr- 
dinaten in der hinteren Figur mit der Abscissenachse bilden, 
gleich /_LBZ ist, so werden nach der Drehung in diesem 
Fall die Ordinaten parallel mit BL werden, wie es die 
Newton'schc Figur verlangt. 

Es ist hierdurch also auf geometrische Weise gezeigt, 
dass die Eigenschaften, welche durch Perspective nicht ver- 
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loren gehen, als die Anzahl der Durchschnittspunkte einer 
Corve mit einer Geraden, die Eigenachaft einer Geraden, 
Tangente einer Curve zu sein, 80 "wio mich das harmonische 
und änharmoniBcfae Verbältniss, auch bei der hier beachriebe- 
neu Trausformation erhalten bleiben. 

§. 25. Anfgabe 17. Einen Kegelschnitt zu beschreibeiBy 
der durch zwei gegebene Punkte gpht und drei der Lage . 
nach gegebene Gerade berührt. 

Man lege durch den Durchschnittspunkt zweier der ge- Fig. 85. 
gebenen Tangenten und durch den dritten mit der Verbin- 
dungslinie der gegebenen Punkte eine unbegränzte Gerade 
und transfonnire nach dem Torigen' Lemma die gegebiene Fi- 
gur in eine andere, indem diese unbegrSnzte Gerade als 
erster Ordinatenradius angenommen -wird. In der eilialtenen 
neuen Figur sind dann die jenen beiden ersten Tangenten 
entspreclienden Geraden parallel und die der dritten Tan- 
gente entsprecliende Gerade ist parallel der Verbindungslinie 
der den beiden gegebenen Punkten entsprechenden Punkten. 
Seien also hi, kl in der neuen Figur die erstgenannten Tan- 
genten, ik die dritte und hl die Gerade, welche die den ge- 
gebenen entsprechenden Punkte a und b yerbindet, so dass 
ein Parallelogramm At^ gegeben ist. 

Man theile die Seiten äi, ik, kl beziehlich durch die 
Punkte c, d, e, so dass sich hc zur mittleren Proportionale 
zwischen ha und hh, ic'Ad, ke'.kd verhalten wie die Summe 
der Geraden hi und kl zur Summe dreier Linien, deren erste 
hl und deren beide andern die mittleren Proportionalen zwi- 
schen ha und Hb und awischen la und Ib sind, so sind die 
Punkte Cf d, e die gesuchten BerQhrungspunkie. Denn nach 
Ap. in. 17. ist 

hc^ : ha • hb = ic^ : id- — ke- : kd"^ = /e- : la • Ib, also auch 

hc : yha *hb=:ic:id = :kd=lei yia • Ib 

und also auch, wenn man die Summen der Vorder- und Hin- 
terglieder nimmt: 

hi + kl : ik \ ha • hb -\- \ la • Ib = hc:\ ha • hb = ic : id = ke : kd, 

woraus sich die Richtigkeit der obigen Construction der Be- 
rührungspunkte Cy d, e in der erhaltenen neuen Figur ergiebi 
Durch das umgekehrte Verfahren als. im vorigeu Lemma 
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Buche man nun die den Punkten c, dj e entsprechenden Punkte 
in der ersten Figur und heschrcibe dann den verlangten Ke- 
gelschnitt wie in Angabe 14 q. e. f. 

üebrigens müssen ^ je nachdem die Pmikte a rmd h 
zwischen k mid / oder ausserhalb liegen , auch die Berüh- 
nmgBpnnkte e, <f, e awischen den Punkten hi, ik, kl ange- 
nommen werden oder iu den Verlängerungen dieser Linien. 
Wenn einer der Punkte a und b zwischen h und /, der an- 
dere ausserhalb liegt, so ist die Auflösung der Aufgabe un- 
möglich. 

§. 26. Aufgabe IS. Einen Kegelschnitt an beschrei- 
ben, der durch einen gegebenen Punkt geht und vier gege- 
bene Geraden bertthri 

Flg. 95. Man verbinde den Durchschnittspunkt sweier der gege- 
benen Tangenten mit dem Durchschnittspunkt der beiden 
übrigen und verwandele die gegebene Fiü:ur nach Lemma 22. 
in eine neue, indem man die erwähnte Verbindungslinie ab 
ersten Ordiuatenradius nimmt, so dass die beiden Tangenten- 
paare, weiche sich auf jener Verbindungslinie schnitten, in 
der neuen Tigur parallel werden. Seien hi und kl, ik und 
hl diese in der awetten Figur edialtenen Tangenten, welche 
das Parallelogramm hää Inldeu; und p der Punkt der neuen 
Figur, der dem in der alten gegebenen Punkt entspricht. 
Durch den Durchschnittspunkt 0 der Diagonalen des Parallelo- 
gramms ziehe man von /; eine Jjmm pq, so dusB pO = Oq 
wird, 80 ist q ein neuer Punkt des gesuchten Kegelschnitts 
in der aweiten Figur. Durch das umgekehrte Verfahren als 
in Lemma 22. suche man nun in der ersten Figur den die- 
sem Punkt p entsprechenden Pmikt, so kann dann die Auf- 
gabe wie in §. 17. aufgelöst werden, q. e. f. 

Lemma 23. Wenn zwei der Lage nach feste Geraden 
AC, BD zwei feste Endpunkte A und B haben und in einem 
gegebenen Verhältniss zu einander stehen und wenn ausser- 
dem die Verbindungslinie der andern unbestimmten Endpunkte 
C und D durch einen Punkt K in einem gegebenen Verhält- 
niss getheilt wird, so wird behauptet, dass sich der Punkt 
K auf einer der Lage nach bestimmten €leraden befindet. 

ng. M. Sei E der Schneidmigspunkt der verlttngerten CA und 
DB und der Ponkt O auf BB so bestimmt, dass 
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BG:AE=BD:AC, 
Bo wie der Punkt F auf DE, so tlass DF= GE ißt. Nim 
ist nach Construction ECiGD oder wie AC:BD, 

d. h. in einem gegebenen VerhftItnisB, also das Dreieck ECF 
der Gestalt nach bestimmt Theilt man also CF durch einen 
Punkt Li ,80 dass 

CL:CF=CK:CD 
ist, 80 ist, da letzteres A'erliältniss eiiioii tosten Wcrtli hat, 
das Dreieck EFL der Gestalt nach bestimmt, mithin befindet 
sich der Paukt L auf einer der Lage nach bestimmten Ge- 
raden, die vom Punkt E ausgeht. "Man ziehe nun LK, so 
sind die Dreiecke CLK nnd CFD ähnlich, und da sowohl FD 
als auch das Verhältniss LKiFD einen unyer&nderlichen 
Werth haben, ist auch LK der Grösse nach bestimmt; man 
schneide also unfED einStUck EH^sLKaih und vollende das 
Parallelogramm ELKIf, so befindet sieh der Punkt K stets 
auf der der Lage nach bestimmten Geraden HK. q. e. d. 

Lemma 24. Wenn zwei feste parallele Tangeuten 
eines Kegelschnitts von einer dritten beliebigen Tangente 
geschnitten werdeUi so ist der den parallelen Tangenten pa- 
rallele Halbmesser die mittlere Proportionale zwischen den 
Abschnitten, die die dritte Tangente auf den beid^ ersten 
bildet 

- Dieser Satz ist derselbe als Ap. III. 42. 

Coro 11. 1. Wenn A, B die Berührungspunkte zweier Fig. 27. 
parallelen Tangenten sind, welche von einer dritten Tangente 
bcziehlich in F und G und von einer vierten in F und Q 
geschnitten werden, so ist 
i . -4F:ÄQ = .4P also auch 

^ i^.- AF\BQ^FP:QQ, 

Coro 11. 2* Hieraus folgt, dass die Geraden PG, J^, 
welche die Punkte P und G, F und Q verbinden, sich auf 
der durch den Mittelpunkt C des Kegelschnitts und die bei- 
den Berührungspunkte A und B der parallelen Tangenten 
gehenden Geraden schneiden müssen. 

Lemma 25. Wenn die »Seiten eines einem Kegelschnitt 
umschriebenen Parallelogramms von einer fünften Tangente 
durchschnitten werden, so ist das Bechteck aus zwei auf 
aneinanderstoBsenden Seiten des Parallelogramms gebildeten 
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Al)sclinitteii, welche an die fünfte Tangente und an zwei 
Gegenecken des Parallelogramms anatossen, gleich dem 
Rochteck aus einer dieser Seiten und dem Stück der an- 
dern zwischen dem BerttbniDg^iinkt lu&d der lEißk», die nicht 
a«£ der andern Seite liegt. 
Fl«, n. Seien die Seiten MLf IK, EL, MI des ParaUelogramms 
MIKL Tangenten eines Kegelschnitts in den Ponkten Aj B, 
C, D und werden dieselben von einer fünften Tangente be- 
ziehlicli iu den Punkten F, Q, H, E durchschnitten, so wird 
behauptet, dass 

ist. Nach dem jsweiten Corollar des vorigen Lemma ist 

ME'.EI, da es gleich MF.QI ist, auch -leicli A\f:ßQ, oder 
da AM=BK ist, wie leicht aus Ap. Iii. 17. folgt, 

ME:EI=^BK:BQ, 

also componendo auch 

ME\MJ = BK\BQ oder 

M£'KQ = MJ'ßJL . 

Anf gleiche Weise ist auch KH: HL = KQ : LF, md, weil 

BKiBQ^ AF:AL, also ancb 

KQ :LF= BK : AF = AM : AF, folgt 

KHiHL^ AM: AF oder dividendo 

KH:KL = AM:MF, also 

KH' MF=KL' AM. q. e. d. 

Cor9ll. 1. Hieraus folgt, dass, wenn das einem .c:ege- 
benen Kegelschnitt umschriebene Parallelogramm IKLM ge- 
geben isty auch das Beohteck KQ • MB oder dasr ihm gliche 
Bechteck KH»MF bekannt ist 

Corollar 2. Wenn eine sechste Taugente eq gezogen 
wird, die die Tangenten KJ, MI in g und e trifft, so folgt 
also, dass 

KQ-ME — K(j-Me ist, also 
KQ : Me = Kq : ME, 
also auch gleich Qg : Ee ist. 

Corollar 3. Dai^aus folgt also, dass, wenn Eq und eQ 
gesogen und halbirt werden, die welche die Halbirunga* 



DIgilized by Google 



386 



punkte verbindet, durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts 
gebt Denn da Qq:Ee=^KQ:Me ist, so geht diese Linie 
ftucb durch die Mitte Yon MK nach Lemma 28. und diese 
Mitte ist der Mittelpunkt des Eeg^chnitts. 

Anm. Hierin ist, wie man leicht erkennt, der Bewcna 
des Satzes gegeben^ dass die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, 
die vier gemeinschaftliche Tangeuten haben, sich in einer 
geraden Linie befinden. 

§. 27. Anfn^nbe 19. Einen Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, der fünf gegebene Goraden berührt. 

Seien die Tangenten ABG , BCF, GCD, FDE und j&|/lFig.29. 
Man halbire die Diagonalen AF^ BE eines aus vier von jenen 
Linien gebildeten Vierecks ABFE durch die Punkte M und 
N, so geht nach CorolL 3. des vorigen Lemma die Qerade 
MN durch den Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts. 
Man wiederhole dieselbe Coiistruction für ein anderes aus vier 
jener Geraden gebildetes Viereck, z. B. BGDF, indem dessen 
Diagonalen BD, GF in den Punkten 1^ nnd Q lialbirt werden, 
so ist der Durchschnittspunkt O der Linien MN und PQ der 
Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts. Man ziehe nun mit 
einer Tangente BC auf der andern Seite des Mittelpunkts 0 
in gleicher Entfernung von ^demselben dne Parallele, so ist 
diese gleichfalls eine Tangente des gesuchten Kegelschnitts; 
seien K, L die Dnrchschnittspunkte dieser Parallelen mit den 
Tangenten FDE, GCD, so verbinde man die Punkte C mitüT 
und F mit L, bis sich die Verbindungslinien in R schnei- 
den, dann trifft RO die Berührungspunkte der parallelen 
Tangenten LK und FC nach Coroll. 2. des Leiyma 24. Auf 
dieselbe Weise kann man noch andere Berührungspunkte 
finden und dann wie in An%abe 14 den Kegelschnitt be- 
schreiben, q. e. f. 

Scholium. Die Aufgaben, bei welchen der Mittelpunkt 
oder Asymptoten der gesuchten Kegelschnitte gegeben wer- 
den^ sind in den vorigen enthalten; denn wenn Punkte oder 
Tangenten zugleich mit dem Mittelpunkt gegeben sind, so 
sind auch eben so viel andere Punkte und andere Tangenten, 
in gleicher Entferaung auf der andern Seite des Mittelpunkts 
liegend, gegeben. Eine Asymptote aber ist für euie Tan- 
gente zu halten, deren Berührungspunkt^ wenn es erlaubt ist, 

ApoUoati», KtgtlMlwltt«. 25 
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so zu sprechen, ihr unendlich entfernter Endpunkt ist. Stellt 
man sich vor, dass der Berührungspunkt irgend einer Tan- 
gente sich in's Unendliche entferne, so verwandelt sich die 
Tangente in me Asymptote nnd die Gonstructionen der 
Anfj^e 14 nnd des ersten Falles von 15. yerwandeln sich 
in die Constmctionen der Angaben, bei welchen eine Asym- 
ptote gegeben ist. 

Nachdem der Kegelschnitt beschrieben ist, können die 
Achsen und die l^rcunpunkte auf folgende Art gefunden wer- 
den. In der Construction und Figur des Lemma 21. mache, 
da?s die Schenkel BP, CP der beweglichen Winkel PJ5iV, 
FCN, durch deren Durchschnitt der Kegelschnitt beschrieben 
wurde, nnter sich parallel werden , nnd, indem sie diese 
parallele Lage beibehalten , sich nm die Pole B nnd C dre- 
hen, dann beschreiben wShrend dessen die andern Sehen* 
kel BN, CN mit ihrem Durchschnitt K oder k einen Kreis 
IBKGC. 

Sei O der Mittelpunkt dieses Kreises. Von» diesem Mit- 
telpunkt fälle man auf die Gerade MN, welche die Schenkel 
CNf jBiV" beschrieben, als der Durchschnitt der andern Schen- 
kel der beweglichen Winkel den Kegelschnitt durchlief, das 
Loth OH, welches den Kreis in K nnd L tri£Bt. Wenn nnn 
die Schenkel der beweglichen Wmkel im Pnnkt der der 
Geraden MN näher als L liegt, zusammentreffen, sind die 
ersterwähnten Schenkel BP, CP der grossen Achse parallel 
und darauf senkrechte Linien der kleinen Achse. Das Um- 
gekehrte tritt ein, wenn dieselben Schenkel in dem entfern- 
teren Punkt»// zusammentreffen. Hierdurch sind, wenn der 
Mittelpunkt des Kegelschnitts gegeben ist, die Achsen be- 
kannt; und nachdem diese gefunden sind, kann man die 
Brennpunkte Imcht erhalten. 

Die Quadrate der Achsen yerhalten sich aber wie 
HK:LH, weshalb es leicht ist, einen der Gestalt nach ge- 
gebenen Kegelschnitt durch vier Punkte zu beschreiben. 
Denn wenn zwei der vier gegebenen Punkte C und B als 
Pole angesehen werden, so bestimmt ein dritter die beweg- 
lichen Winkel l^K, PBK, und wenn diese gegeben sind^ 
kann der Kreis JBKGC beschrieben werden. Dann ist we- 
gen der gegebenen Gkstalt des Kegelschnitts auch das Ver- 
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h&ltniss OH: OK, also OH selbst . gegeben. Man beschreibe 
dann ako mit dem Badins OH um 0 einen neuen Kreis und 
ziehe an diesen yon dem Punkt, in welchem sich die Schen- 
kel OKf BK der beweglichen Winkel schneiden, wiihrend die 
andern Schenkel CP, BP im vierten gegebenen Pnnkt 
sammentreffen , eine Tangente, so ist dies die Gerade MNf 
durch deren Hülfe der Kegelschnitt beschrieben werden 
kann. 

Hiernach kann auch umgekehrt, wenn einige unmögliche 
Fälle ausgenommen werden , ein der Gestalt nach gegebe- 
nes Viereck in einen gegebenen Kegelschnitt eingeschrieben 
werden. 

Es ^ebt noch andere Lemmata, durch deren Htklfe der 
G^estalt nach gegebene Kegelschnitte, die durch gegebene 
Ftinkte gehen oder gegebene Tangenten haben, beschrieben 

werden können. Von der Art ist, dass, wenn eine Gerade 
von einem Punkt durch einen Kegelschnitt gezogen wird, 
so dass sie ihn in zwei Punkten trifft und das Stück zwischen 
den Durchschnittspunkten halbirt wird, dieser Halbirungs- 
pnnkt sich auf einem andern Kegelschnitt yon derselben Ge* 
stalt als der frühere befindet, dessen Achsen denen des frü- 
heren parallel sind. 

Anm. Der Beweis der im dritten nnd vierten Absatz 
dieses Scholiums enthaltenen Behauptungen kann für den 
Fall, dass die Gerade MN den Kreis BLCK in zwei Punk- 
ten S und T trifft, leicht folgendermassen geführt werden. 
£s erhellt aus der dort beschriebenen Construction, dass, 
wenn zwei Schenkel der beweglichen Winkel im Punkt S 
sosammentreffen, die beiden andern parallel sind, weil S auf 
dem Kreis liegt, und zugleich nach emem Punkt des Ke- 
gelsdmitts gerichtet sind, weil 8 auf d^ Geraden MN sich 
befindet; ihre Richtung gi(;bt also in diesem Fall die Rich- 
tung einer Asymptote des gesuchten Kegelschnitts an, und 
eben so gicbt die Richtung dieser letztgenannten Schenkel 
in dem Fall, wo die erstgenannten im Punkte T zuaanuneu' 
treffen, die der andern Asymptote des Kegelschnitts, welcher 
also in diesem Fall nothwendig eine HTperbel ist, an. Aus 
der Drehung der Winkel erhellt aber auch, dass, da L und 
K die Bogen zwischen 8 und T halbiren, die Bichtungen, 

26* 
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welche die letztjxenannten >Schcnkel der boweglichen Winkel 
annehmen, wenn die erstgenannten in den Punkten L und K 
zusammentreffen, den Asymptotenwinkel und seinen Neben- 
winkel halbireni also die AchBenrichtungen sind, wie oben 
behauptet wird. 

AoB dar Gleichhett der PeripheriewHikel auf demselben 
Bogen erheÜt bierans anch, dasB das rechtwinklige Dreieck 
SLK ähnlich' dem Dreieck ist, dessen einer schiefer Winkel 
der halbe Asymptoten winkel und dessen Katheten die hal- 
ben Achsen sind (II. 4.); mithin verhalten sich die Achsen 
wie .SX : 5ir oder, ^ SL^ = LH - LK SK^ z=z KB - LK 
ist, ihre Quadrate wie LH\ KH, w. z. b» w. 

Der Beweis der im letzten Absatz des Scholiums ent- 
haltenen Behauptung kann folgendermassen geführt werden. 
Fif. si.Sei C der Mittelpunkt einer Ellipse, P ein beliebiger Punkt 
in ihrer Ebene, AB eine durch P gehende Sehne oder Se- 
kante, deren Mitte ß ist, sei ferner BE die vön B an den 
Durchmesser PC gezogene Ordinate, welche um sich selbst 
verlängert die Ellipse in D trifft, und von D durch P eine 
Linie gezogen, welche die von A mit BD gezogene Paral- 
lele in F trifft. Seien endüeh Mf N die Scheitel des Durch- 
messers PC, G der Durchschnitt desselben mit AF, t der 
Punkt, in welchem ihn die Verbindungslinie der Mitten 
der Linien AB und DF trifft. Weil nun BE^aDB und AF 
parallel BD ist, so erhellt leicht, dass auch AG = GF ist, 
und da BE eine zu dem Durchmesser MN gehörige Ordinate 
ist, muss auch AG eine solche sein, mithin der Punkt F auf 
der Ellipse liegen. Es erhellt ferner 'aus den Elementen, 
dass ßd parallel BD ist Nach I. 13. haben wjr nun 

1) BJB» : cm — CJS» ^AQ^ : Cm — CG«, also auch 

2) BB^-^AG* : CG* — CB« =ÄB« : CA» — CB« oder 

3) {BE + AG) ' {BB-^-ACf) : GE- (CG CB) 

= BE^:NE'ME, 
wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn P innerhalb, 
das untere, wenn es ausserhalb der Ellipse liegt 
Weil aber 

BE:AG = PE: PG, ist 

und es ist ausserdem 
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welches in Zeile (3) eingesetzt giebt: 

Da aber das letzte VerhältnisB für alle durch P gezo- 
gene Sehnen oder Sekanten ungeändert bleibt, so ist auch 
das erste constant und die Mitten dieser Sehnen befinden 
Bich also aut' einer Ellipse, deren einer Durchmesser PC ist 
und deren zugehöriger coiijugirter Durchmesser parallel dem 
SQ MN gehörigen ist; und da diese beiden Paare conjugirter 
Durohmesser ausserdem unter sich gleiche Verhlltnisse ha- 
ben, 80 und nach VI. 13. cUe Ellipsen Xhnlich und haben 
folglich auch parallele Achsen, wie behauptet war. 

Derselbe Beweis gilt auch mit alleiniger Aenderung der 
Zeiclien für die Hyperbel und mit einer leicht zu erkennen- 
den Vereinfachung für die Parabel. 
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